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SiMBOLOS DE CHRISTOFFEL
PROPRIEDADE DA SIMETRIA DE TENSORES

Com Referéncia a Teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein

L. R. GOMES

1. INTRODUGAO

No desenvolvimento de sua Teoria da Relatividade Geral, no famoso artigo de 1916,
Albert Einstein apresenta, na dedugao geral, uma propriedade que n&o é demonstrada de
maneira didatica, o que sera feito nesse pequeno informe no sentido de ajudar a quem
quer que seja.

A propriedade se refere a condicdo de simetria apresentada por um determinado tensor
cuja aplicagdo dos simbolos de Christoffel é basica na formulagdo da Teoria da
Relatividade Geral.

2. EXPLICAGAO DO PROBLEMA

Dentro do campo da matematica e da fisica, os simbolos de Christoffel, assim assinalados
pelo matematico e fisico germéanico Elwin Bruno Christoffel (1829—-1900), sdo expressodes
em coordenadas gerais para a conexdo de Levi-Civita derivada do tensor métrico. Em
sentido amplo, as derivadas covariantes de uma conexao arbitraria, ndo necessariamente
métrica, em uma base coordenada geral, sdo normalmente chamadas de simbolos de
Christoffel, obedecendo a determinadas particularidades que aprimoram e generalizam
uma série de operagdes facilitando o processo metodoldgico de exposicdo do problema
quer seja no campo da fisica quer seja no campo puramente matematico.

Na teoria matematica do calculo tensorial, a derivada covariante de um tensor qualquer &
uma operagao que difere da derivada ordinaria comum também conhecida como derivada
intrinseca ou absoluta por envolver uma operagao no dominio do tempo. Diferente desta,
a derivada covariante surge no decurso de operagdes especificas formuladas a partir da
manipulagéo algébrica envolvendo tensores.

O caso aqui em foco esta associado com uma equagao na forma tensorial apresentada
por Einstein envolvendo um tensor misto, ou seja, covariante e contravariante, de ordem
dois, onde é utilizada a derivada covariante em relacdo a uma variavel ou coordenada
geral.

3. APLICAGAO DO PROBLEMA

Seja considerar uma equagao na forma tensorial onde aparece a operagédo de derivada
covariante de um tensor A conforme a relagdo seguinte:

A’C;_ﬁ _ a;;ﬁ 4 {Uax}Axﬁ + {Uﬁx} A0% (001)

A equacgao 001 anterior mostra um exemplo de derivada covariante utilizada por Einstein
de um tensor contravariante de ordem dois apresentada na referéncia 1. Considerando,
agora, a referéncia 2, a formula recursiva para uma determinada operac¢ao de derivada
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covariante de um tensor contravariante de ordem dois, conforme mostrado na equacéao
001, seria a seguinte:

plp2 , 0AP1PZ b1 2 b2 1
AP =W+{q Jase +{q Sjavts (002)

Na equacgao 002, a representacdo entre chaves € a simbologia adotada para a retratacédo
do simbolo de Christoffel de segunda espécie conforme a seguinte convencgéo:

- simbolo de Christoffel de 22. espécie:

{p o} =97 pa.7] (003)

- simbolo de Christoffel de 12. espécie:

_1 09pr 99qr _ 99pq
lpq, 7] = 2 [axq dxP axr]

(004)

A equacéo a ser analisada corresponde a equagao a seguir onde Einstein se utiliza de um
tensor misto de segunda ordem, covariante de ordem um e contravariante de ordem um
também. Para a derivada covariante de um tensor misto, em relagdo a uma unica variavel
ou coordenada geral, a férmula recursiva € a seguinte:

v Af;i’r’j_{rl A+ {qpls} s 005)

Aplicando a formula recursiva da equagao 005 vem que:

AZ"’ - Ziz + {a T}AT {,u U} Az (006)

Na equacao anterior, Einstein aplicou uma propriedade da teoria de tensores chamada de
contragcdo na qual se deriva uma variavel sobre ela mesma a fim de se promover a
reducédo da complexidade algébrica envolvida.

Na equacéao 006, sendo g a matriz associada a métrica do tensor A, prova-se que:

aAG o 1 0
9x° oo {o‘ T} Al‘i = Jg 0x° (\/EAZ) (007)

Deste modo, a equacgéo 006 tomara a seguinte forma:

AT = — = e 2 (JgA M)_{# -} 42 (008)

Desenvolvendo-se o ultimo termo da equagao 008 vem que:
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(o14g = g7 [uo,r1 47 = [uo,7] g™ A = [uo,r]A™ (009)

Da equagédo 009, pode-se desenvolver a seguinte equagao a partir da definicdo do
simbolo de Christoffel de 12. espécie:

l ag“—r agar _ agp,a] ro
0x° oxH ax’

(010)

A partir da equacao 010 anterior, serdo desenvolvidas apenas duas de suas parcelas
conforme a seguinte forma:

%Ara 57‘60' 99uo AT =

Gur . 99us~ rro _ 99ur 4ro . 99us ro _
(— ——)A"" = —A ——A

x° ax" x° ax" T 9x° T axT

0Gur 1ro _ 99ur or srososr _ 99ur sro _ 99ur
— _ — STAT =
0x° A ox™ 60-14 6r 66 0x° A ox™

— % re _ iagur AOT = 0Gur AT — 0Gpur ACT
0x° 82 axT ox° 0x°

Para a obtenc&o do que se desejava, lagou-se mao do conceito de uma fungéo especial
conhecida como delta de Kronecker, representada aqui pela letra grega 6, que tem a
seguinte agao:

p _ 0xP p p
561:@ 6 = 1sep=q e d;=0sep+q
Agora, sendo o tensor A um tensor simétrico, isso significa que A"® = A°", logo:

0Gur AT — 0gur AOT = (agur _ agw’)Ara -0
0x° 0x° 0x° 0x°

Sendo assim, com A™ +# 0, a equacao 010 se resume a:

ro _ 1 990r 7o
[uo, r]AT° = S A (011)

Assim também, a equacao 009 se resumira em:

o ro _ 1 990r 7o
{M U}A = [uo,7]A" =~ 2o g (012)

Logo, a equagao 008 anterior tomara a seguinte forma:
A, =~ 2 ([gAg) -2 e pro (013)
wa \/— 9x° 72 oxw

E, considerando-se a contracdo, para a equacao 013, vem que:

\/_ dx° (\/_ li) ;E:’)gaur\/_ A0 (014)



LRG-ME 024/2020

Sabe-se, também, que o produto interno de tensores, uma operagcdo semelhante ao
produto escalar de vetores, gera um valor numérico escalar. Assim sendo vem que:

9"’ g = k , sendo k uma constante (015)

Tomando-se a diferencial da equacéo 015, vem que:
(9" gro) =0
Logo, desenvolvendo a equagao anterior, obtém-se:
(agra) Gre T gra (0grs) =0 = gra (09rs) = _gra(agrd)
A partir da equacao anterior, pode-se escrever que:
(agrd)ngA;g = _(agro)ngA;g
Assim:
(09r6)A™ = —(09")Ars (016)

Ou entao, multiplicando membro a membro por \/E :

(agra)\/g "= _(agm-)\/gAra (017)

E, finalmente, vem que:

d 1 dg°r
VIAL = 5= (JIAD) +- S Ve Ao (018)

4. CONCLUSAO

Essa propriedade, aqui apresentada, garante entdo que a aplicagdo do simbolo de
Christoffel de 12. espécie sobre um tensor de segunda ordem, simétrico, conforme foi
mostrado, é possivel.

Para a devida comparacdo, ver o artigo de Einstein, de 1916, intitulado de "Os
Fundamentos da Teoria da Relatividade Geral", subitem 11, equacdes 412 e 41b.

A equacéao final obtida sera a equacdo 018 cujo desenvolvimento algébrico foi aqui
demonstrado.
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