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RESUMO

Este livro apresenta trabalhos compilados a partir de livros que estéo listados no final,
como referéncias, dentro do tema Teoria da Relatividade. A idéia central € mostrar
esses trabalhos desenvolvidos matematicamente de modo que 0s principais conceitos
da teoria da relatividade sejam expostos de maneira mais clara. A primeira parte do
trabalho relaciona a idéia de duas lanchas que se deslocam em um rio, enquanto a
segunda parte trata da prépria Teoria da Relatividade apresentada por Albert Einstein no
famoso artigo de 1905. Em seguida, a Teoria da Relatividade é abordada sob o aspecto
matricial.

Nesta segunda edicao foi acrescentado um novo capitulo relativo a introducéo da Teoria
da Relatividade aplicada ao eletromagnetismo como os aspectos das equacbes de
Maxwell numa nova abordagem.

Palavras-chave: Fisica; Teoria da Relatividade.



ABSTRACT

This book presents works compiled from books that are listed at the end, in references,
within the Relativity Theory Theme. The central idea is to show these works developed
mathematically so that main concepts of the relativity theory are exposed more clearly.
The first work relates the idea of two motorboats moving in a river, while the second
deals with the Special Relativity Theory presented by Albert Einstein in the famous 1905
paper. After that, the Relativity Theory is approached under matrix concepts.

In this second edition a new chapter has been added regarding the introduction of the
Theory of Relativity applied to electromagnetism with the aspects of Maxwell's equations
in a new approach.

Key words: Physics; Theory of relativity; Electromagnetism
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1. OBSERVAGCOES INICIAIS

A Teoria da Relatividade apresentada por Albert Einstein considera, além daquilo que
ficou estabelecido no artigo de 1905, outras condi¢gdes que sdo fundamentais para o
perfeito entendimento desta, tais como:

» As medicbes de distancia nao utilizam padrdes métricos classicos comparativos
como réguas, trenas, teodolitos, etc, mas sim o produto "Ct', ou seja, a medicao é
promovida através do espaco percorrido por um raio de luz, emitido a partir de um
ponto definido, sendo C a velocidade da luz e em seu valor constante.

« Néo se pode esquecer que o valor da velocidade da luz, dado como C = 3 x 10°
m/s, trata-se do valor da velocidade da luz no vacuo que, as vezes, € confundida,
de maneira aproximada, com a velocidade da luz no ar, embora esses valores
possam diferir levemente entre si.

e Como o préprio Einstein comentou no seu artigo, a idéia é encontrar uma
equacao diferencial que, partindo da existéncia de uma diferenca nos tempos dos
sistemas inercial e aquele em movimento, estabelecamos como solucéao a relacéao
entre esses tempos de modo a permitir a transformacédo entre as grandezas
desses 2 sistemas.

* Aluz muda a sua velocidade quando passa entre diferentes meios o que deve ser
sempre levado em conta.

« Todas as ondas eletromagnéticas, incluindo ai a luz visivel, obedecem
religiosamente a equacao da propagacao das ondas, ou seja, C = Af, onde 1 é o
comprimento de onda e fa sua frequéncia.



2. PROBLEMA DE MECANICA
RELATIVISTICA

2.1. Introducdo

Este estudo tem por objetivo refazer e analisar o problema de mecanica relativistica
abordado no livro da referéncia 1.

A andlise se dara sobre o modelo formado pelo sistema de 2 lanchas se movendo em
um rio.

Inicialmente a andlise recaira sobre a questdo lancha e correnteza, depois sobre a
questao corpo e velocidade da luz.

2.2. Movimento Relativo

Seja analisar o movimento relativo de 2 lanchas se movendo em um rio, conforme
mostrado na figura 2.1.
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FIGURA 2.1 — Rio com 2 lanchas

A lancha 1 devera sair de uma das margens e atingir a outra margem enquanto a lancha
2 devera descer o rio e subi-lo posteriormente.
Neste problema existem 2 possibilidades que deveréo ser consideradas, a saber:

» alancha 1 devera sair da primeira margem e atingir a outra margem em linha reta
e na mesma horizontal;

« a lancha 1 devera sair da primeira margem e atingir a outra margem nao
necessariamente na mesma horizontal.

Essas 2 condi¢cdes ndo foram abordadas no livro da referéncia 1 o que poderia trazer
dificuldades em analogias posteriores. Como no livro da referéncia 1 a abordagem foi



bem simples, tal situacdo ndo aconteceu. Sera analisada apenas a condicdo 1 que ja é
suficiente para as conclusoes.

2.3. Primeira Anadlise
Para essa andlise deverao ser respeitadas as seguintes condi¢cdes:
* as 2 lanchas deverao ter velocidades iguais e uniforme;

« ambas as lanchas deverao percorrer a mesma distancia que sera a distancia
entre uma margem a outra;

e alancha 1 devera atingir a margem oposta na mesma horizontal desenvolvendo
uma trajetéria exatamente perpendicular ao movimento das aguas rio a baixo.

Para que essa situacao seja exequivel de modo que a lancha 1 atravesse o rio, atinja a
margem oposta e volte ao ponto de partida seguida pelo movimento da lancha 2 que
devera descer o rio, na mesma distancia entre as margens, e suba de volta contra a
forca da correnteza é fato que sua velocidade devera ser maior que a velocidade da
corrente de agua do rio, do contrario a proposicado inicial do problema nao seria
verificada.

Deste modo, o diagrama de velocidades mostrado na figura 2.2 devera ser respeitado.
Na figura 2.2 temos:

V : velocidade da lancha 1;
C : velocidade da correnteza;
@: angulo de inclinagdo da lancha 1 em relagao ao rio.

Sendo L a distancia entre as 2 margens do rio, notamos que a lancha 1 devera se mover
com uma velocidade V na direcdo indicada na figura 2.2 visando a compensacgao da
velocidade da correnteza contraria a seu movimento.

Deste modo, pelo diagrama da figura 2.2, a lancha 1 saird da margem esquerda e

atingira a margem direita com velocidade Vy, num tempo t; /2, percorrendo a distancia L
na horizontal.

Y
Vv
Vy
0
X
VX
C

FIGURA 2.2 - Diagrama de velocidades — condicao primeira



O valor do tempo t; sera:

2L
t1:_
Vx

Mas temos que:
VZ=VZ+VZ

Como deve haver compensacio, a velocidade V), = -C sendo o seu modulo /V,/ = C.

Logo:
Vi=vZ-vZ O Vi=v?-¢?
V.= /7‘/2_02 (2.001)
Sendo:

6= tg_1V1_(C/V)2 (2.002)
%

Assim, o tempo para que a lancha 1 saia de um lado do rio e atinja a outra margem,
retornando posteriormente ao ponto inicial, sera:

2L

t1zm

Agora, a lancha 2 descera o rio com velocidade V+C no mesmo sentido da correnteza e
subira o rio, posteriormente, com a velocidade V-C.

O tempo para que a lancha 2 saia da origem, atinja uma distancia igual ao comprimento da
margem 1 até a margem 2, voltando posteriormente a sua origem, sera:

(2.003)

to = todescida™ t2subida

Onde:
L
t2descida—VTC
e:
L
t23ubida_rc
Ou seja:
- L N L
2"v+Cc v-C
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2w

A relacao entre os tempos despendidos pelas lanchas sera entao:

2L

w -G vt VT

2vL _ -
to Vg V\/VZ Cc? V2\/(1_C%2)

Assim:
f2 _ __r para V>C (2.005)

ts /(1_0%2)

2.4. Conclusoes da Primeira Andlise

* A equacao 2.005 nao tem significacao fisica para situacdes em que a velocidade
C da correnteza seja maior que a velocidade das lanchas, velocidade V.

« Numa outra condicao extrema, quando as velocidades da correnteza e das
lanchas forem iguais, a relacdo tJ/t;>. Isto significa que a lancha 1, pela
equacao 2.003, levara um tempo infinito para atingir a outra margem do rio,
enquanto que a lancha 2, pela equacéo 2.004, levara também um tempo infinito
para subir o rio. Em outras palavras, a lancha 1 ndo conseguira atingir a margem
oposta e a lancha 2 ndo conseguira subir o rio, ficando parada.

» Outra condigéo interessante ocorrera caso a velocidade da correnteza seja nula,
ou seja, estejam as lanchas em uma lagoa ou em lago, por exemplo. Neste caso
os tempos despendidos pelas 2 lanchas serao iguais como era esperado.

+ Considerando a experiéncia de Michelson-Morley ' realizada em 1887, a analogia
seria do seguinte modo. Cada uma das 2 lanchas seria uma fonte de luz
enquanto que a velocidade da correnteza seria a velocidade do possivel éter
intergalactico que se acreditava existir até entdo. Uma possivel constatacdo de
diferenca entre os tempos, dada pela equacdo 2.005, seria suficiente para a
comprovagao da existéncia do éter. Ocorre que nenhuma diferenga foi observada
pela experiéncia.

» Considerando, por suposicao, que a constancia da velocidade da luz, proposta
por Maxwell, seja suficiente, surge aquilo que se pode chamar de descrédito pela
existéncia do éter intergalactico. A questao da constancia da velocidade da luz,
aqui mencionada, tem a ver com a interpretacdo dada ao efeito da propagacao da
onda eletromagnética no vacuo onde a velocidade de propagacao é considerada
igual & velocidade da luz [3 x 10° m/s].

"A experiéncia de Michelson-Morley, uma das mais importantes e famosas experiéncias da histéria da fisica, foi realizada em 1887 por
Albert Michelson (1852 - 1931) e Edward Morley (1838-1923). Ver referéncias 2 e 6.
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3. SOBRE A ELETRODINAMICA DOS
CORPOS EM MOVIMENTO

3.1. Introducdo

Este estudo tem por objetivo refazer e analisar a Teoria da Relatividade referente ao
artigo de autoria de Albert Einstein, artigo este publicado em 1905.

Na apresentacao do artigo foi utilizado o célculo diferencial da forma original segundo
publicacdo contida na referéncia 2. Segue o texto em portugués a partir do artigo original
em lingua germanica conforme traducao realizada por Mario José Saraiva do Colégio
Militar de Portugal, traducéo do original alemdo DAS RELATIVITATSPRINZIP, de H. A.
Lorentz, A. Einstein e H. Minkowski, 62. Edicao de B. G. Teubner, Stuttgard, Alemanha,
1958.

Como ¢é sabido, a Eletrodinamica de Maxwell — tal como atualmente a concebemos —
conduz, na sua aplicacao sob corpos em movimento, a assimetrias que nao parecem ser
inerentes aos fendmenos. Consideremos, por exemplo, as acdes eletrodinamicas entre
um ima e um condutor. O fendmeno observavel depende aqui unicamente do movimento
do condutor e do ima, ao passo que, segundo a concepg¢ao habitual, sdo nitidamente
distintos os casos em que o mével € um, ou o outro desses corpos.

Assim, se for mével o iméa e estiver em repouso o condutor, estabelecer-se-a em volta
do ima& um campo elétrico com um contelddo energético que dara origem a uma corrente
elétrica nas regides onde estiverem colocadas porgées do condutor.

Mas se € o ima que esta em repouso e o condutor que esta em movimento, entao,
embora ndo se estabeleca em volta do imd nenhum campo elétrico, ha no entanto uma
forca eletromotriz que nao corresponde a nenhuma energia, mas que da lugar a
correntes elétricas de grandeza e comportamento iguais as que tinham no primeiro caso
as produzidas por forcas elétricas, desde que nos 2 casos considerados, haja identidade
no movimento relativo.

Segundo notas de Einstein, referéncia 2, pagina 47, exemplos desse tipo, assim como
as experiéncias de Michelson-Morley para identificar um possivel movimento da Terra
em relacdo a um tal "meio luminifero" ou éter galactico ou ainda éter luminifero, levam a
suposicao de que, tal como na mecanica, também na Eletrodindmica os fendmenos nao
apresentam nenhuma particularidade que possa se fazer corresponder a idéia de um
repouso absoluto.

Segundo Einstein, a introdugdo de um "éter luminifero" revelar-se-a supérflua, visto que
na teoria que ele estda propondo ndo haveria necessidade de introduzir um espaco
absoluto, nem de atribuir um vetor velocidade a qualquer ponto do espacgo vazio em que
tenha lugar um processo eletromagnético.

Essa teoria, ainda conforme Einstein estabelece, vai se apoiar — como qualquer outra
Eletrodinamica — na cinematica do corpo sélido rigido, uma vez que as proposicoes de
uma teoria deste género consistem na afirmacdo de relagbes entre corpos rigidos
(sistema de coordenadas), reldégios e processos eletromagnéticos. A insuficiente
atencéo a este fato é, segundo Einstein, a raiz das dificuldades com que presentemente
(1905) se defronta a eletrodindmica dos corpos em movimento.
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3.2. Parte Cinemdtica
3.2.1. Definicao de Simultaneidade

Consideremos um sistema de coordenadas onde sao validas as equacdes da mecanica
de Newton?.

Uma descricdo matematica s6 tem sentido fisico se definirmos claramente o que
entendemos por "tempo".

Essa expressdo, embora confusa, na realidade sé tem sentido por enquanto se tratar da
teoria da relatividade, independente daquilo que possa parecer.

Numa situacdo normal, se quisermos descrever o movimento de um ponto material no
espaco nao teremos mais do que dar o valor de suas coordenadas em funcéao do tempo.
Mas devemos agora ter em atencédo que tal descricao matematica sé tem sentido fisico
se definirmos claramente essa palavra "tempo" bem como o0 seu sentido em strictu
senso.

Segundo Einstein, poderia parecer que todas as dificuldades em que tropeca a definicao
de "tempo" seriam eliminadas se, em vez de tempo, fosse utilizada a expressao "posicao
dos ponteiros do meu reldgio" para definir tal condicéo.

Imaginemos 2 pontos situados sobre uma linha reta no espaco, pontos A e B.
Logicamente que existe uma distancia fisica entre esses 2 pontos.

Agora, 2 relégios, exatamente iguais, sdo postos, um em cada ponto de modo que
tempos possam ser medidos.

Imaginemos um raio de luz partir de A para B, no instante t4, no tempo de A, se refletir
em B, na direcado de A, no instante tg, no tempo de B, e chegar de novo em A, no
instante t's, no tempo de A, conforme esta mostrado na figura 3.1.

.

- |
A

=

ta ts

t'a

FIGURA 3.1 — Percurso AB da luz

Os 2 relégios colocados um em A e o outro em B somente funcionardo em pleno
sincronismo se:

I~ ta=t'a—tnB (3.001)

Donde:

2 - I . =
Devemos entender como validas em primeira aproximagao.

13



At
tg=1ATIA A2 ta (3.002)

A partir da construgdo desse modelo ficam entdo estabelecidas as seguintes premissas
que serao obedecidas daqui em diante:

a) se um reldgio 1 é sincrono com um outro relégio 2, também o relégio 2 é sincrono
com o reldgio 7;

b) se o relégio 7 é sincrono com um terceiro relégio 3, os 3 reldgios sdo sincronos
entre si.

A partir daqui fica bem definido o conceito de sincronismo e podemos entao partir para a
definicdo de simultaneidade.

Assim, tempo de deslocamento sera entdo a indicagao simultdnea desse acontecimento,
que é fornecida por um reldgio que satisfaz as seguintes condi¢cdes:

a) esta colocado em repouso, no local do acontecimento;
b) é sincrono de um outro rel6gio em repouso todo o tempo;

c) ha portanto simultaneidade na medicao dos rel6gios.

Admitindo que a distancia entre os pontos A e B, da figura 3.1, seja L, vem que:

oo 2L

= 3.003
— ( )

Onde C ¢ a velocidade da luz no espago vazio®.
3.2.2. Sobre a Relatividade de Comprimentos e Tempos

As reflexbes que se seguem se apdiam no principio da relatividade e no principio da
constéancia da velocidade da luz.

a) As leis segundo as quais se modificam os estados dos sistemas fisicos séo as
mesmas, quer sejam referidas a um determinado sistema de coordenadas, quer o
sejam a qualquer outro que tenha movimento de translagéo uniforme em relagéo ao
primeiro.

b) Qualquer raio de luz se move no sistema de coordenadas em repouso com uma
velocidade determinada C, que é a mesma, quer esse raio seja emitido por um
COrpo em repouso, quer 0 seja por um corpo em movimento.

Segundo Einstein, a férmula proposta para a definicdo daquilo que chamamos velocidade
da luz é a seguinte:

3 Foio proprio Einstein quem assim o designou e o tradutor procedeu.

14



= percurso efetuado pela luz
intervalo de tempo

velocidade

(3.004)

Onde "intervalo de tempo" deve ser entendido no sentido fixado da definicdo do item 3.2.1.

EXPERIENCIA :

Consideremos uma haste rigida em repouso. Seja L o seu comprimento, medido com uma
régua que esta igualmente em repouso. Suponhamos agora que o eixo da haste coincide
com o eixo X de um sistema de coordenadas XYZ, em repouso, e que se da a haste um
movimento uniforme de translacédo, de velocidade V, ao longo de eixo X, no sentido X
crescente, sentido positivo do eixo.

Procuremos determinar o comprimento da haste em movimento considerando 2 operacdes
seqguintes:

a) O observador acompanha o movimento da haste e faz a medida como se haste,
observador e régua de medida estivessem em repouso.

b) O observador determina quais sdo os pontos do sistema de repouso que coincidem
no instante t com a origem e a extremidade da haste, empregando, para tal, relégios
sincronos situados, em repouso, no sistema em repouso, de acordo com o que foi
descrito no item 3.2.1, anterior. Fica entdo, pela medida, definido o comprimento da
haste.

Adiantando os fatos, a medicdo a), que vamos designar por "comprimento da haste no
sistema moével", fornecera um valor da haste igual ao valor de haste em repouso. Ja na
operacao b), que vamos designar por "comprimento da haste (mdvel) no sistema em
repouso”, fornecera um valor diferente daquele valor obtido pela primeira medicao.

A explicacdo € a seguinte conforme Einstein. Todas as condigcbes para as medigdes,
conforme estabelecido no item 3.2.1, foram respeitadas em termos do observador, reldgio
e sistemas de coordenadas.

Suponhamos, para tal, que um raio de luz sai de A no instante ts, se reflete em B no
instante tg e volta a A no instante t/4 . Tendo em vista a constancia da velocidade luz,
encontramos:

L
tB l‘A—C_V (3.005-a)

ta—tB= (3.005-b)

c+V
Onde os sinais de V, ora "menos" ora "mais", tém a ver com as dire¢des ora contréria ora a
favor da velocidade da luz frente ao movimento de translagéo do sistema mével em relacédo
ao sistema em repouso.

As idéias até aqui desenvolvidas podem ser representadas através do esquema de
coordenadas mostrado na figura 3.2.

15



Analisando os resultados dos tempos medidos e dados pelas equacdes 3.005-a,b temos a
impressdo primeira de que os relégios A e B ndo funcionaram em sincronismo. Essa
conclusdo seria a mesma para 0s observadores que estivessem sob as condicdes
determinadas e definidas na condi¢ao b) anterior.

Z Z
— C
Eixo em Repouso K Eixo Mével K'
|
0 X 0' 3
—V
Y v'
L

FIGURA 3.2 — Sistemas de eixos em repouso e movel

Por esse exemplo, vemos que ndo podemos atribuir ao conceito de "simultaneidade" um
significado absoluto e que, pelo contrario, 2 acontecimentos que sdo simultaneos, quando
apreciados num determinado sistema de coordenadas, j& ndao podem mais ser
consider4ados como tal quando apreciados num sistema que se move em relacdo ao
primeiro”.

3.2.3. Teoria da Transformacao das Coordenadas e do Tempo na Passagem de um
Sistema em Repouso para Outro que Esta Animado em Relacao ao Primeiro de uma
Translacao Uniforme

Vamos considerar o sistema espacial descrito pela figura 3.2 no qual 2 sistemas de eixos
cartesianos ou retangulares representam um grupo XYZ em repouso e outro X'Y'Z' em
movimento. Imaginemos cada sistema de coordenadas munido de uma régua rigida e de
certo numero de reldégios e admitamos que todos esses instrumentos de medida sejam
rigorosamente idénticos respectivamente para cada uma de sua fungao.

Ao sistema em movimento denominaremos de K'e ao outro sistema em repouso de K.

A origem do sistema K'vamos comunicar uma velocidade constante V no sentido positivo
do eixo X do mesmo modo como se encontra representado na figura 3.2.

Essa velocidade comunicar-se-a também a respectiva régua de medida e aos respectivos
relégios.

Assim, cada instante t do sistema em repouso K correspondera entdo uma determinada
posicao dos eixos do sistema médvel.

As medicdes das distancias deverdo ser feitas considerando os procedimentos adotados
no item 3.2.1 quando foram utilizados sinais luminosos trocados entre os pontos de
medida. Entre as coordenadas do sistema em repouso Xx,y,zt existe uma perfeita

correspondéncia com as respectivas coordenadas referentes ao sistema movel &,77,,T.

A situagdo verificada nesse exemplo, proposto por Einstein, leva em conta uma condigdo tedrica na qual foi possivel ora ficar
ligeiramente abaixo da velocidade da luz ora acima, o que n&o inviabiliza a analise, pois 0 que esse estudo esta procurando é
exatamente uma relag@o, ou uma equacao diferencial que possa amarrar essa condicdo de tempos diferentes a partir de uma situagao
infinitesimal, como prega a prépria teoria do célculo diferencial.
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Segundo Einstein, colocaremos agora o problema de encontrar o sistema de equagdes que
liga as grandezas desses 2 sistemas. Antes de tudo, torna-se evidente que essas
equacbes devem ser lineares por causa das propriedades de homogeneidade que
atribuimos ao espaco e ao tempo.

A equacao basica para um ponto sobre o eixo X sera:

X = x"+Vt (3.006)

Suponhamos, agora, que no instante 7, seja emitido, pela origem das coordenadas do
sistema K', um raio de luz que percorre o eixo X na direcdo de X' uma determinada

distancia deste sistema, se reflete nesse ponto no instante 7; e regresse a origem das

coordenadas, ponto 0', onde chega no instante 7,
Como essa operagéo € a mesma descrita no item 3.2.1 anterior, a mesma equagéo 3.002 é
valida, de modo que a seguinte relagao dos tempos é obtida:

%(,ﬂ =1, (3.007)

Inserindo os argumentos na funcao 7(x,y,zt)vem:

’

X X'
+

'

X

v )] (3.008)

1
—<7(0,0,0,t)+1[0,0,0,(++ =7[x',0,0,(t+
Hrooop o0 X Xl =tlx 00

Sao as seguintes as coordenadas tomadas como argumento para a funcdo 7 do sistema K’
em funcao da posigao relativa do raio de luz:

TO — T(X,y,z,t) — T(0,0,0,t)

X

I, - I(Xy,zt) - 1[x,00,(t+
’ c-V

)]

X' X'
+ )
c-vV C+V
A coordenada na variavel t quer dizer que se tomou o inicio da operacdo a partir de um
tempo genérico do sistema em repouso K.

I, - I(xyzt) - T1[0,00,(t+

A partir desse ponto Einstein faz uma simplificacdo em funcdo de uma condicdo que foi
admitida.

Tomaremos a diferencial parcial ®> da equacéo 4.007 conforme o que se segue:

5 ~ . . . = . . = - o
A razao da diferencial parcial tem a ver com a fungdo 7do sistema K'que é uma funcéo de varias variaveis.
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é(@l’o‘*al'z):aﬂ

(3.009)

Como cada uma das fungdes 7y, 77, T» apresenta mais de uma varidvel, adotaremos a

representacao das variaveis auxiliares me n conforme desenvolvimento seguinte.

Em 7;[x',0,0,m] temos

A partir daqui obtemos

Em 7,[0,0,0,n] temos

A partir daqui obtemos

ax’
c-V

dm=dt+

ax’ N ax’
c-VvV C+V

dn=dt+

(3.010)

(3.011)

(3.012)

(3.013)

Para facilitar o equacionamento vamos adotar o ponto t=0 0 que em nada alterara o

resultado final.

Assim trabalharemos agora com os pontos 7y, 7y, 7> em t=0, no sistema em repouso K.

Logo:

A equacéao 4.009, ja considerando o ponto de trabalho t=0, tomara a seguinte forma:

X' ax’
m= e dm=
c-V c-V
X' X' ax’ ax’'
n= + e dadn=
cC-V C+V c-V C+V

1
_ - =0
201’2 01’1

(3.014)
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Em condigcdes normais, a equagao 3.014 seria eleita a relacdo completa que satisfaria
qualquer transformacao dos tempos entre os 2 sistemas de coordenadas K e K. Como ha
uma suspeita de que essa equacao possa nao traduzir aquilo que estamos pretendendo
exprimir, vamos completa-la com uma pequena parcela, um pequeno tempo, representado

na equacao 4.015 como d7, assim:
1
EaTz_aﬁ:aT (3.015)

Assim podemos escrever o0 seguinte:

o7 or( dx'
=T(m) O =—dm=—
ry=tim) 0Ty om am(C—VJ

or or( dx' ax’
T=MUDGT=—mﬁ—{ + j

2 7on on\c-v c+Vv

Com as expressdes das diferenciais anteriormente calculadas vamos para a equacao
3.015:

107( dx ax’ or( dx'
—— + -—— =0r .01
20n(C—V C+Vj am(C—Vj (3.016)

Na adoc¢ao de um valor infinitamente pequeno para x'uma das imposi¢des seria considerar
desprezivel a parcela em dx’ nas equacdes 3.011 e 3.013 fato que permitiria escrever as
seguintes aproximacdes que serdo entdo adotadas a partir daqui. Assim:
dm=dn=dt (3.017)
Com tais aproximagdes a equacao 3.016 tomara a seguinte forma:
1%( ax’ N ax’ j_ﬂ( ax’ j:ar
20t\C-V C+V) ot\C-V

Colocando a expressao anterior na forma escolhida por Einstein, no seu artigo de 1905,
obteremos entao:

1( 1 1 jar or 1 or
+ = +

Ao rearranjar a expressao da equacao 4.018, obteremos a férmula final da transformacéao.

or vV or
R S 3.019
ax' (Cc2-v2 ot ( )
Uma observacdo: segundo Einstein, & notério que, em vez da origem das coordenadas,
poderiamos ter tomado qualquer outro ponto para ponto de partida do raio de luz e, por
isso, a equagcao que acabamos de obter seria também valida para todos os valores de
x\y,z.
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Por analogia, podemos escrever diretamente as equacdes para 0s outros eixos Ye Z.

Assim temos:

T _p (3.020)
oy
or
9-o 3.021
Py ( )

As equacdes 3.020 e 3.021confirmam que, para o nosso modelo, a funcédo 7(x,y,zt)nao
varia com relacao aos eixos X eY. Esse foi um de nossos condicionantes.

Outra observacgao, considerando a constancia da velocidade da luz para todos os eixos,
estamos também dizendo que a luz, observada no sistema X'Y'Z', em relacdo ao sistema
XYZ, se propaga sempre, ao longo desses eixos Y e Z, segundo Einstein, com velocidade

igual a Vc?-V2.

YA
S 7 V- N2 V>
0,0' X
y' VEQ\‘ ¢
C R Luz de Lanterna

FIGURA 3.3 — Movimento relativo entre os sistemas de coordenadas xyze x'y'z’
A figura 3.3 mostra como se da essa percepcao pelas deducdes de Albert Einstein®.

Voltando ao equacionamento, das equacbes 3.019, 3.020, 3.021, resulta, visto ser
I(x,y,z,t) uma funcao linear que sera representada apenas pelo simbolo 7, que:

r=a(tx) (3.022)

Onde a, trata-se de uma funcéao a ser determinada.

% 0 entendimento do valor para as velocidades V,, nos eixos Y'e Z', respectivamente iguais em modulo, mostrado na figura 4.3, pode ser
esclarecido da seguinte forma. O movimento de um raio de luz, em velocidade C, no sentido do eixo X', eixo este pertencente a um
sistema X'Y'Z', também em movimento de translagcdo, em velocidade V em relagéo ao um sistema em repouso XYZ, no sentido positivo
desse eixo, faz com que a velocidade tedrica resultante nesse mesmo eixo X seja apenas C-V, uma operagao algébrica ja que essas
velocidades C e V se encontram sobre o mesmo eixo. Agora, quando queremos saber sobre a projecdo desse movimento do eixo X
sobre os outros 2 eixos Y e Z, imaginamos o sistema X'Y'Z’'se movendo no sentido positivo do eixo X e imaginamos também a projecao
desse movimento se dando sobre os outros 2 eixos, porém estando a velocidade da luz, agora, vista de cada um dos eixos Y e Zcomo
um feixe de luz emitido por uma lanterna, acesa, e iluminando a frente do raio de luz, porém direcionada ndo mais para a origem, mas
para uma determinada posigao sobre cada um dos eixos Y e Z Matematicamente, a relagao vetorial entre as velocidades sera dada pela

equacdao vetorial C=V +V,, onde as indicagbes da seta, sobre cada uma das varidveis, indica ser uma operagdo com a grandeza na
sua forma vetorial.
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Em fungédo da suposicdo de um sistema linear e simplificando o célculo, vamos também
supor a seguinte fungcéo para T:

T:k1 t+k2 X' (3023)
Assim:
or or
07 =—dt+—dx 3.024
ot ox' ( )

Por comparacédo entre as equacgdes 3.022 e 3.023, podemos tirar as relagdes seguintes
que consistem do procedimento comum de linearizacdo de uma funcdo em determinado
ponto.

Assim:

or or
Ky =— [ gy= Ko=—[qs=

Aplicando a equacéo diferencial 3.019 a funcao expressa pela equacgao 3.023 obteremos:

vV 4

—k1 =0 [ k2 :_Wk1

Sendo k1 e k2 constantes arbitrarias a determinar, podemos assumir ki=1 o que nos leva
diretamente a:

4

e="ce_yz

Finalmente, a partir da equacao 3.022, poderemos ter uma idéia do formato da funcao
I=a(t,x') gsenao, vejamos:

4

T:a(t_mxl) (3025)

Segundo Einstein, T =a(t,x')é uma funcdo @(V), por enquanto desconhecida e onde
supomos, por brevidade, que, no ponto de origem, do sistema K ou XYZ, t=0para r=0".

Com o auxilio desse resultado, vamos calcular as grandezas ¢ 1, {, do sistema de
coordenadas K’, exprimindo por meio de equacdes para as quais o valor para a velocidade
da luz continua sendo igual a C, quando as medicoes se fazem no sistema em movimento.
Segundo Einstein, o principio da constancia da velocidade da luz em combinacdo com o
principio da relatividade trata-se de uma exigéncia.

Para um raio de luz emitido no instante 7 =0, no sentido constante crescente ou positivo de
¢, temos:

Apenas relembrando, o sistema K é o sistema XYZ que estamos considerando em repouso enquanto que o sistema K'é o sistema
X'Y'Z' em movimento com velocidade V.
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4
f:CT H fZCa(t—CZ—

%) (3.026)

Considerando que o raio de luz percorre a distancia x’, no sistema de coordenadas K', em
relagéo ao sistema de coordenadas K, ele se movera com uma velocidade C-V, num tempo
t dado pela seguinte relacao:

X
c-Vv

t=

(3.027)

Levando o valor de t da equacédo 3.027 na equacado 3.026 obtemos a expressao para a
grandeza ¢ Assim, temos que:

X' 4 C
=Ca - ')=Ca—5——5 X'
5 (C_V CZ_vZX) CZ_vZX

Logo:
c2?

52302_\/2)(

(3.028)

Mas é sabido que os sistemas de coordenadas se encontram em movimento relativo, isto
€, o sistema K'em relacao ao sistema K que se encontra em repouso.
Para as coordenadas do movimento no eixo X vem:

x=Vt+x' O x'=x-Vt

Assim, para a equacao 4.028 temos:

5:a—fZi—(x—vU (3.029)
CZ_ V2 '

De modo analogo, considerando o movimento do raio de luz nos outros 2 eixos, temos:
n=Cr (3.030)
{=CT (3.031)
Para a equacéao 3.030 temos:

vV
ﬂ:CT H 5=Ca(t—02—

VQXU

Mas aqui, x'=0, pois estamos analisando o movimento sobre o eixo Y, logo teremos:
n=cat

Como a velocidade da luz vista a partir do sistema em repouso K, de qualquer ponto ao
longo do eixo Y, para o movimento que esteja ocorrendo no sistema mével K, é dada por
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VeE-v? , condicao explicada anteriormente, temos que:
t=— Y

,/CZ_VZ

C

= a—,—CZ— 2 y

Do mesmo modo ocorrera com a grandeza { referente ao eixo Z. Assim temos que:

Logo:
(3.032)

C

{=a—F—
/Cz_vz

Partindo da premissa de que nao deveria haver qualquer efeito entre as grandezas
daqueles eixos ndo envolvidos no movimento, eixos Y e Z, a idéia € montar um padrao de
transformacao que seja representativo dessa idéia e que respeite tal condicao.

z (3.033)

Considerando os eixos Y e Z, podemos identificar o seguinte arranjo:

n=¢\V)y (3.034)
{=¢(V)z (3.035)
Onde
C
pV)=a—— (3.036)
/02_\/2
Para o eixo X, onde o movimento tem lugar, escrevemos:
_NC2-Vv2 v G o VC2-V2 1S v
f_ C ¢( /CZ—VZX_ C ¢( /CZ—VZ(X )
O que, depois de um rearranjo das variaveis, conduz a seguinte equacao:
1
¢=P(V)——(x-V1)
1- V/
c2
Ou entdo de maneira mais simplificada:
§=9(V)B(x-Wt) (3.037)
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1- V72
Onde C

Para o eixo dos tempos, pela equacao 3.025, temos que:

2_ 2
4 c-v 4
=aft-———F (x-Vt)|]=——¢(V)[t——5—F (x - Vt)] 3.038

Substituindo o valor de a da equacao 3.036 na equacado 3.038, apdés uma série de
manipulagdes algébricas, obtemos:

T=¢(V )ﬁ(t—lx) (3.039)8
CZ

Outra observacao tem a ver com a ado¢ao da posicao inicial do sistema mével que foi
suposta sobre a origem dos tempos. Se nao fizermos qualquer suposi¢cao sobre a posicao
inicial do sistema movel K', e nem sobre a origem adotada para fazermos a medicao do

tempo 7, sera necessario escrever, no segundo membro de cada uma das equacdes de
transformacao, uma constante aditiva de compensacao e de adequagéo.

Agora temos de comprovar, segundo Einstein, que todo raio de luz, medido no sistema em
movimento K', se propaga com a velocidade C, se, como vimos admitindo, assim suceder
no sistema em repouso.

Suponhamos que no instante t=7=0, em que as origens das coordenadas dos 2 sistemas
coincidem, seja emitida dessa origem uma onda esférica que se propaga no sistema de
coordenadas K, sistema em repouso, com velocidade C.

Essa onda teria uma caracteristica omnidirecional para melhor compreensao dos fatos.

Se for (x,y,z) um dos pontos que esta sendo atingido pela onda, ele estd associado a
equacao de uma esfera, entdo temos:

X+ + =24 (3.040)

No processo de transformacéao entre os sistemas, K para K', deveriamos ter:

£ 4P +7% =22 (3.041)

Agora, o ponto chave de todo desenvolvimento da Teoria da Relatividade sera baseada na
comprovacao das equagodes 3.040 e 3.041, sem a qual as deducdes realizadas até aqui se
tornam sem efeito e inexequiveis.

As seguintes equacgdes de transformacao ja foram obtidas e serdo reescritas para a nossa
comodidade, equacgdes 3.044, 3.042, 3.043 e 3.045, nesta ordem:

8 Evidentemente que ¢(V) € uma fungéo desconhecida até aqui.
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T :¢(V),3(t—C—V2x) (3.045)

E=¢(V)B(x-Vt) (3.044)
n=¢(V)y (3.042)
{=¢(V)z (3.043)

Um ponto importante da transformacao sugerida € que a métrica do sistema proposto seja
vélida, deste modo ha que se provar a seguinte relacao:

E+nP+72-(CT P =x2+y?+ 22 - (Ctf (3.046)
O sistema de equacdes precedente apresenta a particularidade de considerar 0 movimento
acontecendo apenas sobre 0 eixo X, ou ao longo deste eixo.
Outra observacao importante é que pela equacao 3.040 anterior, do ponto de vista do
observador em repouso a figura percebida no espaco trata-se de uma esfera.
Partindo do primeiro membro vamos tentar provar a validade da identidade anterior.

Trazendo as expressdes para as grandezas ¢ 7, {, T das respectivas equacdes 3.036,
3.034, 3.035 e 3.037 obtemos que:

EE+P+ 2= (CT P =[g(V)B(x-VO)P +[$(V)y]? +[9(V)z]? -

—{0[¢(V)ﬁ(t—§x)ﬁ2

(3.047)

Desenvolvendo a equacéao 3.041 temos:

E+nf+ 72— (CT P =[p(V)IP{[B(x-V)]? +y? +22 -[ﬁ(Ct-gX)]z} =

= [p (V)2 {[ﬁx-%/(Ct)]z +y2+2-[5(Ct) —(—‘gx)JZ} =

2 2 2 2
V 4
= [V (5xP +E 3= ctP - 23 X(Ct)+y2 +22 ~ [ 2(CtP2 +ﬂ 2 -28 L)
Promovendo as devidas simplificacdes e dispondo as parcelas de modo adequado temos

que:

2 2
2472402 (CT P = [p(V)IP{ B(1 —%M +y?+2 —ﬁ2(1—§)(0t)2} (3.048)
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2 1
Sendo pe = . V7 a equacao 4.048 simplificada torna-se a seguinte equacéo:
c2

E+rP+7P-(CTP=xP+y°+2~(CtF =0 (3.049)
A equacao 3.049, pela teoria que estamos aqui apresentando, mostra que uma funcao R,
em ambos 0s sistemas, considerando a propaga¢do de uma onda eletromagnética ou um
raio de luz, de caracteristica esférica, € a mantida.
Para um observador em repouso que observa o sistema em movimento, segundo a

equacao anterior, ele veria uma espécie de elipsodide com a seguinte equacdo matematica,
supondo que o0 movimento ainda se dé apenas no eixo X, como foi adotado até aqui:

Também podemos admitir, em termos diferenciais, que:

(dEF +(dn F +(d F - (Cdr P = (dx)? +(dy)? +(dz)? -(Cdt)f =0  (3.051)°

As equacbes da transformacdo de Lorentz deduzem-se diretamente, com mais
simplicidade, a partir da condicdo de que, por virtude delas, a relacdo seguinte:

X+y2+2-(CtP=0 (3.052)
Voltando ao tema, ao compararmos as equacdes 3.049 e 3.050, obtemos também:

E+nf+& - (CrfP =0 (3.053)
Nas equagdes de transformacdo anteriores, uma funcdo ¢(V) apareceu considerada até
entdo como desconhecida. Vamos introduzir um novo sistema de coordenadas K' que
efetue um movimento de translacao paralelo ao eixo que corresponda ao eixo X, nesse

novo sistema. Suponhamos também que este novo eixo se mova nessa direcdo com
velocidade —V.

Considerando que as origens dos 3 sistemas de coordenadas coincidam em {=0, e
considerando t'=0 no sistema K'para t=x=y=z=0.

Aplicando 2 vezes as equacoes de transformacéao 3.037, 3.036, 3.034, 3.035, vem:
, 4
t=¢(-V)ﬂ(T+?<‘) (3.054)

X=¢(-V)B(-VT) (3.055)

’A seguinte observagao é vista na pagina 60, na forma de rodapé, da referéncia 2.
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y'=¢(-V)n (3.056)
Z=¢(-V){ (3.057)

Por outro lado, considerando a propriedade da inversa entre os sistemas K e K', podemos
escrever que:

t=g(V)p(-V)t (3.058)
X'=¢(V)p(-V)x (3.059)
y'=¢\V)p(-V)y (3.060)
Z=¢(V)p(-V)z (3.061)

As relacdes anteriores levam em conta a condicdo suposta de que os sistemas de
coordenadas K e K’ encontram-se em repouso entre si. Por que isso acontece? Acontece
isso porque na primeira transformacdo havia uma velocidade V entre o sistema das
coordenadas x,y,z,t e o sistema de coordenadas ¢&7,{,r. O terceiro sistema de
coordenadas x'y’z\t' introduzido encontra-se em movimento, porém com velocidade -V,
dando a impresséao de estar parado em relagdo ao primeiro sistema x,y,z,t.

Assim, se os sistemas K e K' se encontram em repouso entre si é de esperar que as
relacdes entre as suas grandezas sejam independentes do tempo o que nos garante que:

p(V)p(-V)=1 (3.062)
Imaginemos, agora, um segmento do eixo Y limitado pelos pontos seguintes:
Ponto1 > &=0 1n,=0 {;=0
Ponto2 > &=0 n.=L {,=0

Este segmento considerado, trata-se de uma haste que se move em relacdo ao sistema K
com velocidade V na direcéao de eixo X.

Em relagcdo ao sistema K, os pontos anteriormente considerados teriam as seguintes
coordenadas:

Ponto 7 > x;=Vt  y,=0 z =0
Ponto 2 > X, =Vt yzzy—'zzL z,=0
oV) ¢(V)

Como o comprimento da barra ndo se modifica, se a velocidade V for substituida pelo valor
-V, resulta que:
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L L

V) H-V)
Logo

p(V)=9¢(-V) (3.063)
Sabendo também que y; =y’ vem que:
o(V)y1=9(-V)y' (3.064)
podemos escrever também que:
Yi=yr yi=e(=V)yy

o(V)y1=9(-V)=1

ou seja:

Deste modo, as equagdes 4.034, 4.035, 4.036, 4.037 serao reescritas do seguinte forma:

T:,B(t—c—vzx) (3.065)

£=B(x-Vt) (3.066)

n=y (3.067)

=z (3.068)
1

B=r—r (3.069)
l1-V o

Imaginando agora a situagdo em que a observacédo seja feita a partir do sistema de
coordenadas ¢,7,{,rde modo que o sistema x,y,zt é que esteja em movimento. Neste caso
bastara tomarmos nas equacdes 3.057, 3.058, 3.059, 3.060, 3.061 o dual considerando a
velocidade de movimento como sendo -V, isto é suficiente.

Assim temos que:

t=p(T +C—V25) (3.070)
X=B(E+VT) (3.071)
y=n (3.072)

z=¢ (3.073)
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1

B =T (3.074)
l1-V o2

Essas transformacgdes listadas entre as equacdes 3.065 e 3.073 sdo universalmente
conhecidas como Transformacées de Lorentz'°.

Por outro lado, comparando as equacgbes 3.065, 3.066, 3.067 e 3.068 com as suas
respectivas variaveis associadas a transformacdo de coordenadas proposta, equacoes
3.070, 3.071, 3.072 e 3.073, é possivel admitir que tal transformacao nao se trata de uma
transformacao equivalente, pelo menos dentro da definicao de transformacdes estritamente
equivalentes conhecidas.

3.2.4. Efeitos do Movimento Relativo

Imaginemos, agora, a questdo da aplicacdo das equacbes que regem o principio da
relatividade sobre os sistemas fisicos.

Seja imaginarmos 2 sistemas de coordenadas K(x,y,zt) e K'(x'y',z’t).

Considerando que o sistema K' esteja se movendo em relagdo ao sistema K numa
velocidade constante igual a V, na dire¢do positiva do eixo X, conforme esta mostrado na
figura 3.2, e que existam reldgios de luz em cada uma das origens de cada sistema e em
repouso em relacao a estas origens.

Se existirem, pelo menos, 2 reldgios, sincronizados e colocados um em cada uma das
origens, um segmento de reta sera percorrido no eixo X entre os tempos t; e fr, medidos
no relégio do sistema K, perguntamos:

Qual seria a variacao de tempo medido no rel6gio do sistema K em repouso para um
observador localizado no sistema K'em movimento?

Solucgao aplicando o principio da relatividade aqui discutido e desenvolvido.

Primeiramente temos de admitir que este problema é exatamente 0 mesmo problema que
estamos estudando apenas que o tempo seria medido através da utilizacdo de 2 relégios
de luz sincronizados entre si.

Lembrando que a medicao dos tempos € promovida no sistema K, que se encontra em
repouso em relacédo ao sistema K', entre os tempos t; e fr, medidos, ou seja, observagéao
no sistema movel, ou tempo proprio, com medicdo no sistema em repouso, ou tempo
relativistico:

a(t.x,y,2)=1(1,$,11,{)

A equacao do tempo que nos servira sera aquela da equacao 3.070, ou seja:

ty=pB( t'1+C—V2 x') (3.075)

Oy A Lorentz, a partir de observagdes experimentais, propds o sistema de equacdes que caracterizava e explicava os efeitos nos
movimentos relativos das particulas elementares da matéria. As transformagdes de Lorentz, introduzidas por ele em 1904, descrevem o
efeito de diminuigdo do comprimento, 0 aumento de massa e a dilatagdo do tempo para corpos que se movem a velocidades préximas
da velocidade da luz.
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to=p( t’2+C—V2 x') (3.076)
Notar que a medicdo dos tempos nao envolve variacbes nos eixos XYZ, do sistema K e
nem X'Y'Z', do sistema K’, uma vez que foram utilizados apenas instrumentos cronoldgicos.
Subtraindo as equacdes 3.075 e 3.076 vem que:
At=t;—t, = B(th-12)'
At = LAY

Como [>1 para uma dada velocidade V, podemos observar que para uma determinada
medicao pura de intervalo de tempo, no sistema em repouso, o tempo parece ser maior

que o correspondente intervalo que se passou no sistema mével. Trata-se do fenémeno
conhecido como "dilatacao do tempo" da teoria da relatividade.
Outra questao:

Qual seria a variacao de espaco medido em régua colocada no sistema mével K’ para um
observador localizado no sistema em repouso em seu préprio tempo?

Essa nova questao difere um pouco da questao anterior, pois la a medicdo se dava no
sistema de coordenadas K que se encontrava em repouso.
Agora aqui ocorre o oposto, queremos saber sobre o comprimento de um segmento de

reta, ao longo do eixo X, medido no sistema de coordenadas K' que se encontra em
movimento, ou seja, observacao no sistema em repouso com medi¢cao no sistema mével:

9(t.é$.n,{)=1(t,x,y,z)

A equacdo a ser usada € a equacao 4.066 considerando dois pontos Pq(x1,y1,21,t1) €
Po(x2,y2,22,t2).

Pela equacao 3.066 vem que:
para o ponto Py > x';=p(x;-Vt) (3.077)
para o ponto P> > X'»=(x,—-Vt) (3.078)

Notar que a medicao da distancia nao envolve variacbes nos tempos, do sistema K e nem
do sistema K', uma vez que foi empregada apenas uma régua comum.

Subtraindo as equacdes 3.077 e 3.078 vem que;
AX'=X1=X'o=B(X;—X2)=BAX

Ax:le
B
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Como [>1 para uma dada velocidade V, podemos observar que, para uma determinada
medicao pura de espacgo, no sistema movel, esse mesmo espaco, visto do sistema em

repouso, parece ser menor que O correspondente medido. Trata-se do fenémeno
conhecido como "encurtamento do espaco"’
3.2.5. Cinematica Relativistica
Para o estudo do efeito relativistico sobre a cinematica do ponto material, alguns principios
deverdo ser definidos como invariantes, pois sem eles as condi¢cdes de estruturacao
matematica seriam dificeis de serem concebidas.
Sendo assim, podemos afirmar que os seguintes principios fundamentais sédo validos:

a) a conservacgao de energia;

b) a conservagado da quantidade de movimento;

c) aconservacao do sentido de variagdo do tempo;

d) a conservacao dos padrées de medida quando em repouso;

e) a utilizacao de relégios de luz.

Das equagdes 3.065 — 3.074 serdo retiradas as relagdes que fornecerdo as formulas das
velocidades, férmulas essas necessarias ao estudo.

Da equacgéo 3.071 vem que:

1

x=pB(E+VT) com f=———
l1-VZ
c?

Derivando a equacgéao anterior com relagdo ao tempo f, levando em conta a constancia de
5, vem:

aé dr ar
V= dt 'B(dt ) ﬁ(dr ar dt)
Logo:
ar ar ar
V, Z'B(VEEJ’ VE) O Vy=B(Vs +V)E (3.079)

Da equacéo 3.070 vem que:

' A referéncia 4 cita o fenémeno do encurtamento do espago como sendo conhecido por "contragdo de Lorentz-Fitzgerald".
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4
t=pB(T "‘?f)
Derivando a equagéo anterior com relagdo ao tempo f, levando em conta a constancia de

S, vem:

di_pdr VO o Vdidr

gt "ot 2 at dt c2dr dt
Logo:
V df dr V
1= —=fB—(1+—V
Assim:
ar 1
o v (3.080)
,8(1+?V5)
. ar - -
Levando a expressao de s da equacao 3.080 na equacéo 3.079, vem:
1
Vi =B(Vg +V )———
,8(1+?V5)
Simplificando:
Ve+V
. :(5—‘/) (3.081)

Para a velocidade no eixo Y é obtida a seguinte expressao a partir da derivada da equacéao
3.072 em relagédo ao tempo t:

Y dt dt drdt

ar
Trazendo na equacao anterior a expressao de Eda equacao 3.080, vem:

1

4

V=V

Assim:
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Vi
Vy =——— (3.082)
Bl1+ 5 Ve)

Analogamente para o eixo Z, vem:

v
V,=——— (3.083)
:8(7"'? Ve)

As equacbes 3.081, 3.082, 3.083 se referem a medicGes realizadas no sistema moével
K'(é,n ¢,1) cujos valores foram transferidos para o sistema K(x,y,z,t) que, para nés, se
encontra em repouso, mediante a regra de transformacédo ditada pela Teoria da
Relatividade.

Considerando, agora, a medicao feita a partir do sistema de coordenadas K(x,y,zt), em
repouso, bastara utilizarmos das mesmas equacdes transformadas tomando antes o
cuidado de trocar V por —V.

A questdo da troca ja foi aventada anteriormente neste trabalho e leva em conta,
principalmente, a questdo do efeito relativo dos movimentos, pois se um sinal se move
para frente com uma determinada velocidade, este mesmo sistema pode ser considerado
em repouso vendo o outro sistema se afastar, porém na direcao oposta. O proprio Albert
Einstein se utilizou desse artificio, antes.

Deste modo, as equagdes para a nova situacao serdo as seguintes:
_ (Ve-V)

4
(1_?Vx)

7 (3.084)"

V,=— — (3.085)

VZ =

-z (3.086)
Bl1= 5 V%)

Sera promovida agora a devida analise da questao da quantidade de movimento dentro da
cinematica relativistica. Para tal, sera adotada a condicdo na qual um ponto material, de

massa m,, quando em repouso com relacao a um sistema, é considerado e passaremos a
efetuar o calculo quando houver a aceleragao desse ponto material.

Colocaremos nesse ponto material de massa m os eixos de um sistema de coordenadas
K(X,y,Z,t), enquanto que o sistema de coordenadas K(x,y,zt)representara aquele
sistema de referéncia e em repouso em relagdo ao primeiro'®.

'2 | embramos que o sinal do parametro S nao se altera quando trocamos V por —V.
B as notagdes X e x seguem a mesma notagdo adotada por Murray Spiegel, ver referéncia 4.
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A partir dessa notagao, entdo, podemos escrever as equagdes de transformacéo seguindo
o procedimento de Albert Einstein, conforme os 2 sistemas de coordenadas.

Tomando como base a transformacéo ditada pelas equacdes 3.070-3.074, vem que:

t= ,8(f+C—V2)_() (3.087)
x=B(x+Vt) (3.088)
y=y (3.089)
z=7 (3.090)

1

ﬁ:—@

Imaginemos um caso particular quando trabalhamos com o chamado "tempo préprio do
fenémeno", o que em termos matematicos significa tomar as coordenadas x=y =z=0.

Fisicamente isso significa a colocacao da medicdo do tempo na origem do sistema K que
por ora se encontra em movimento em relacao ao sistema K, que esta em repouso.

Vamos definir a equacao para a métrica no espaco formado pelo sistema K e um ponto
genérico de coordenadas P(x,y,zt)™.

A norma sera:
(ds)? = (Cdt)? - (dx)? —(dy )} - (dz)? (3.091)
Como: x=y=z=0 [0 dx=dy=dz=0
Podemos escrever que:
(a5)° = (Cet f* =(ds)*®
Como ds =ds vamos designar apenas por ds nas proximas deducdes. Deste modo:

(ds)? =C?(dt

ds=Cdt (3.092)

4 Como podemos ver, o0 espago de nossa transformacéo de coordenadas trata-se de um espaco especial caracterizado por um sistema
quadrivetor também conhecido como "espaco de Minkowski". Portanto, ndo se pode esquecer que esta transformagao nao se da num
sistema cuja métrica seja a métrica do espago euclideano, mas sim numa métrica pseudo-euclideana.

15 Nao podemos deixar de esquecer que as transformagdes aqui postuladas devem ser do tipo ortogonal e que os valores de suas
métricas se equivalem.
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Da equacéo 3.087, que rege a transformacao dos tempos entre os sistemas Ke K,a partir
do sistema K, temos que:

para x=0 ser dx =0, com =/t etambém:
dt=Bat (3.093)
A partir das equacgdes 4.092 e 4.093 obtemos a importante relacdo de tempos:

ds:%dt (3.094)'®

Observagao Importante!

O objetivo desse artificio algébrico, na realidade, foi conseguir levar a influéncia do
parametro S para as equagbes futuras que utilizaremos na composicao da férmula de
energia quando for explorada a dinamica relativistica. Com a presenca do parametro [
dentro das equacdes de velocidade dos 4 eixos sera possivel analisar os efeitos da
aceleracao sobre a massa de um ponto material. Em outras palavras, provar a famosa

equacao de energia E = mocz_

Deste modo:
ax _ dx _ Cdx _ U =V
dt Bye Bds g
C
Logo:
uy =§VX (3.095)
Analogamente, considerando os eixos Y e Z, vem
uy =gVy (3.096)
u, :ﬁévz (3.097)
E para o eixo do tempo temos que:
d(Ct):d(Ct):Qd(Ct):C 1

_Ut:CVt U _Ut:Vf
ot gds B ds B ° B

16 . . R .
Lembramos que o incremento ds, trata-se de um incremento de um pseudo-tempo que nos sera muito importante na definicdo de uma
nova representagao de velocidade.
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Como V; =1 vem:
U =B (3.098)

As equacbes 3.095-3.098 trazem uma representacdo especial para as velocidades do
ponto material dos nossos sistemas K—K, nos 4 eixos, agora com uma escolha particular
da diferencial, de modo que o parametro S aparecesse influenciando nos calculos.

De maneira geral, podemos reunir as equacgdes de velocidade 3.094 — 3.098 no seguinte
agrupamento de equacdes:

_B

uX,y,Z C VX,y,Z
uct=p

Caso queiramos colocar em uma unica equagao:

_B

Ux, y,z,ct — 5 Vx, y,z,ct (3-099)

Com Ug = ELC”

3.2.6. Dinamica Relativistica

Vamos fazer uso, a partir daqui, do conceito relativo a 22. Lei de Newton ou lei da
aceleracao e da forcga.

A idéia é encontrar uma expressao Unica para a forca aplicada a uma particula material,
em movimento, de modo que seja possivel considerar a massa desta particula ndo como
um invariante, mas como uma grandeza que possa ser convertida parcialmente ou
totalmente em energia, em outras palavras, considerar a possibilidade de haver variacao
da massa.

A férmula genérica para a 22. Lei de Newton é a seguinte, somente a guisa de informacéao:

fzd(mv)
dt

Na férmula anterior da forca, m é a massa e v é a velocidade, lembrando apenas que o
produto mv, trata-se da grandeza conhecida como quantidade de movimento.

Desenvolvendo a equacéao anterior, vem que:

E evidente que Isaac Newton considerou, em sua a 22. Lei aplicada & dinamica do ponto
material, que a segunda parcela do segundo membro da equacao anterior era nula, pois
ele trabalhou com a idéia de massa inercial, ou seja, massa em repouso.
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Para o nosso caso, essa parcela ndo sera desprezada e sera calculada a partir da
dinamica relativistica.

Primeiramente vamos eleger a grandeza @ como sendo uma forga andloga para a
composicao da velocidade u considerando a diferencial ds definida anteriormente.

Deste modo, podemos escrever a equacao analoga a 22. Lei de Newton para o movimento
de uma particula de massa inercial ou massa repouso M.

Assim:

d
Byzot = (Molxy zct) (3.100)
as

Sabemos também, da equacao 3.094,

a diferencial ds :%dt 0 que nos permite escrever para a equacao 3.100 que:

_Bd

@yzct C dt

(m nyzct)

Porém, trazendo da equagao 4.099 a expressao de u, , ,, @ equagdo anterior ficara da
seguinte forma:

@yzct gdl‘( olB xy,z,ct)
d
@yzct_cl;ggdt( 018 xyzct) (3-101)

A forcga total que vai agir sobre a particula material sera a composicao das forcas segundo
os eixos X,Y,Z

Uma funcdo genérica para a questao da forca atuante, em funcao dos elementos até aqui
apresentados, pode ser representada pela equacao seguinte:

Cc? d
fxyzct—?@y,zct—a(molgvx,y,z,ct) (3.102)

E facil chegarmos a conclusdo anterior bastando para tal separar os membros da equacio
3.101.

Na equacado 3.102 podemos ainda identificar uma importante grandeza, por definicéo,
"forca inercial" fx,y,z,ct cuja férmula é repetida a seguir:

CZ
feyzat = 5 Bz (3.103)
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Considerando agora o principio da invariancia da medi¢cdo baseada na métrica adotada
para os sistemas K—K, assim como na equagéao 3.091, a nova representagéo em uy , ,
também devera obedecer a esse principio.

Entdo vale a seguinte relacéo:

(ds)? =—(dx)? —(dy ) - (dz)? +(Cdt} com ds:%dt

C dx C C

szgvx U VX:EUX U E:EUX dX:IEUth
_p _C dy C _C

Uy —EVy O Vy—Z;Uy ] E—EU}, dy—[EUydt
C dz C C

UZ:gVZ [l VZ:EUZ [l E_IEUZ dz= Uzdt

Com essas expressoes anteriores, a equacao 4.091 tomara a seguinte forma:

202

(dspp=C (dt) 2 ol (uy P(AtF =(u, F(atP = (u, P(dtF +(ugy F(dtF]

Simplificando a expressao da equacao anterior vem:

1==(uy = (uy, F = (uy P +(ug (3.104)
Derivando a equacéao 3.104 em relacao ao tempo t obteremos:

du au y . du du

X +u Z = 3.105
gt Yy Yzgr Yoty ( )

u

Trazendo até a equagdo 3.105 as expressdes de u, , , das equagbes 3.095-3.097 e

multiplicando membro a membro dessa equacao por m,, correspondente a massa em
repouso, lembrando ainda que v =C, vem:

d g d B, d g d g
UXE( MpVyx )+ U ( vy)+tu Uz (Cmovz) et o (Cmcht)
Simplificando:
e S Cmy o, S Emov, )eu, S B mov) =gy S (Bmo)
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OU ai||da:
- + - + - z)— - 3 106

Porém, considerando a aplicagéo da 22. lei de Newton, vem que:

d
fx :E(ﬁmOVx) (3.107)
f zg(,8m Vv, ) (3.108)
y dt 0 y '
f :ﬁ(ﬁm v,) (3.109)
z at 0Yz .
f :ﬂ(ﬁm C) (3.110)
ct at 0 .

As equacbes 3.107-3.110 representam as expressbes para as forcas, decompostas
segundo cada um dos eixos X, Y, Z Ct, da forca resultante que esta agindo sobre a

particula de massa m, em fungé&o de seu movimento.

Considerando as equacbes das forcas atuantes dadas pelas equacdes 3.107-3.110, a
equacéao 3.106 tomara o seguinte aspecto:

fxux+fyuy+fzuz=fctuct (3.111)

Sendo Unt = , basta conferirmos a equacdo 4.098 anterior, equacdo 3.111 ficara da
seguinte forma:

fxux+fyuy+fzuz:'8fct

Considerando, agora, as expressoes de uy, Uy, U, das expressdes 3.095-3.097, a equagéo
anterior passara a ter o seguinte aspecto:

B B B _
vafo’Evy fy +5vzfz _'cht

A equacéao anterior nos permite escrever:

1
fCt:E(vaX+fyvy+fzvz) (3.112)
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Na equacao 3.112, o somatério do produto fv nada mais € do que a poténcia. Assim
podemos entender que a equacao 3.112, trata-se da poténcia P desenvolvida no trajeto da
particula e que podemos resumir da seguinte forma:

d
P:CfCt:Ca(mO'BC)

De outra forma, ou seja, em funcéo da energia, desenvolvida, vem:

dE d d 2
p=9C-c% m,C)=2 (m,BC
pm dt(moﬂ ) dt(moﬁ )

Sendo E a energia gasta nesse trabalho mecénico.

Colocando a expressao anterior na forma de uma equacao diferencial, obtemos:
dE = d(m,BC?)

Integrando a equacgéo diferencial anterior, concluimos que:
E . B 5
Jp dE =[,_,d(moBC?)
Resolvendo a integral:

E=my(B-1)C? (3.113)

A equacao 3.113, trata-se da féormula para a energia cinética desenvolvida por uma
suposta particula material cuja massa em repouso € my, estando sob uma velocidade V,
onde:

1

B= T sendo C =3 x 10° m/s [ velocidade da luz no vacuo].

Vv
1 o2

Existem dois extremos que vamos analisar agora.

O primeiro extremo seria aquele associado a uma condicdo na qual a particula se move em

baixa velocidade, ou seja, numa condigcao tal que v<<C, ou seja, ainda, a particula esteja

se movendo numa velocidade muito abaixo da velocidade da luz, 70 m/s, por exemplo.

Para tal vamos nos apoiar num subsidio bem comum. Vamos aplicar o desenvolvimento da
série de Mac Laurin a expressao do parametro S.

Assim teremos:
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1

'8:1_+702:[1_V702]_2

A série de Mac Laurin permite-nos, considerando V uma variavel, o seguinte
desenvolvimento:

o 1
Ve 5 1,v 3 vy 15,vg
1-—— ] 2=1+—(=F += (=) +—=(= )+ 3.114
[1= 5] 2= 1% 5(F g+ 4al(c) (3.114)

Para v<<C adotaremos o método de promover o truncamento da série de modo que a
equacao 4.114 seja aproximada para a seguinte relacao:

o 1
oV e g LY
A=[1- 51 D1+2(C)2 (3.115)

Levando a expressao de [ da equacao anterior 4.115 na equacédo 4.113 a expressao para
a energia passara a ter a seguinte forma:

1V2 2 1 2
E=mp[1+—(—) -1]C* =—mpv
ol 2(0) ] PR

. 1 , e
Ou seja E=—m0v2 que se trata da férmula para a energia cinética de um corpo se
2

movendo a uma velocidade v<<C, ou seja, no ambiente da Terra, por exemplo.

O segundo extremo seria utilizarmos de um acelerador de particulas, por exemplo, fazendo

com que a massa my atinja uma velocidade da ordem da velocidade da luz no vacuo.
Trata-se de uma situacao teédrica, porém considerando a equacgéao 4.113, com v > C e, por
conseguinte, S > o, 0 que implicaria no despendimento de uma energia infinita, ou

simplesmente E - moﬁcz, ou seja, E > .

Uma observacédo importante a fazer tem a ver com a questao da aceleracdo da particula

material de massa myp por enquanto esta estiver em repouso. Em termos de variacdo de
massa, em fungdo dessa aceleracédo, podemos escrever a seguinte relacado das massas

mp, enquanto a particula se encontrar em repouso, e aquela massa m associada ao
movimento dessa particula com velocidade v.

Assim:

m=[m,
Ou seja:
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(3.116)
o

Através do procedimento da Teoria da Relatividade apresentado nesse pequeno trabalho
chegamos a importante relacdo da equacao 4.116 que mostra que a 22. lei de Newton,
trata-se de uma particularidade quando é adotado o principio da invariancia da massa
como ente fisico.

Quando é considerada a Teoria da Relatividade, com base nos fundamentos até aqui
abordados, provamos que a massa de uma particula sofre variacdo em funcado da
velocidade com que ela venha a ser animada e segue uma relagao de velocidades, sendo
a velocidade da luz no vacuo um valor, considerado por A. Einstein, um limite.

Na equacado 3.113, a energia E é denominada energia cinética relativistica e é a diferenca
entre a energia total dada pela relacdo my ,BCZe a energia de repouso dada pela famosa

relagao m,C?.
Assim, para a energia em repouso, de uma particula material, teremos que:

E=m,C? (3.117)
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4. DISCUSSAO SOBRE A TEORIA DA
RELATIVIDADE

4.1. Com Respeito ao Desenvolvimento da Idéia Relativistica

E evidente que Albert Einstein ja tinha em maos aquilo que queria comprovar, ou seja, as
ditas transformagdes de Lorentz. E claro que H. A. Lorentz ja havia notado, por intermédio
de analises, de verificacdo, de ensaios, entre outras observacdes, que a mecanica
newtoniana ndo atendia as circunstdncias em que tais verificacbes eram realizadas,
verificagcdes essas que constavam da andlise de movimentos de particulas elementares da
matéria tais como léptons, quarks, etc., guando sujeitas a certas circunstancias.

Em pelo menos uma das observagdes '/, aquela que envolvia a aceleracdo de particulas a
velocidades préximas a velocidade da luz, era notada a alteracdo da massa da particula.
Do mesmo modo, G. F. Fitzgerald, em 1894, descobriu o efeito do acréscimo de velocidade
sobre os corpos em movimento, 0 que chamamos de contragdo Lorentz-Fitzgerald, um
fenbmeno que ocorre com 0s corpos cujo movimento se aproxima da velocidade da luz.

4.2. Com Respeito a Questao dos Raios Cosmicos que Atingem a Terra

Mais recentemente, outro fendmeno tem chamado a atencdo dos estudiosos. E
interessante notar o resultado de observacdes realizadas no processo de decaimento de
certas particulas elementares de segunda geracdo chamadas de muons quando tais
particulas, provenientes do espaco cosmico, penetram a atmosfera terrestre. A referéncia 7
nos fornece os dados principais desse evento ja devidamente catalogado.

Um muon tem a sua vida média de apenas 2,2us e seria impossivel que essa particula
vigjasse mais de 15Km, referentes a espessura da atmosfera terrestre, sem se decair
antes de atingir o solo, assim como é percebido o evento na Terra. Teria de viajar a quase
22,7 vezes a velocidade da luz para tal. Por outro lado, considerando a velocidade da luz,
além de constante, um limite superior, notamos que o tempo para um muon percorrer 0s
15Km seria de aproximadamente 50,54us, um valor de tempo de 50,54/2,2 0 22,97 vezes
maior que o tempo de vida média do muon, uma impossibilidade a primeira vista!!! Mas o
muon se vé a si mesmo percorrendo uma distancia de vt, onde t € o tempo decorrido no
seu sistema de coordenadas [tempo préprio do evento] e vikc é a sua velocidade. Sob o
seu ponto de vista, 0 muon viajou aproximadamente 660m antes de decair. Este seria
entdo o valor de comprimento maximo em que o muon poderia percorrer ainda existindo
como muon, ou seja, antes de se decair em outra subparticula ou outras subparticulas.
Para ele, um espaco percorrido de 15Km de espessura, na Terra, teria um outro significado
considerando o tempo préprio do fenémeno no sistema do proprio maon.

Como sabemos, 0 movimento relativistico admite o pardmetro S que pode ser visto na
equacao 4.116. Ainda da referéncia 7, € disponibilizada a relacao de massas da particula
muon, nas condicdes em repouso € em movimento préximo da velocidade da luz na
superficie do mar, onde my= 105,658 MeV/C? e m = 5MeV/CZ, respectivamente, o que nos
fornece o parametro S = 47,32 . Embora seja considerada a velocidade da luz nos nossos
calculos, o certo € que tais eventos ocorrem em velocidades de cerca de 99,999...% da
velocidade da luz, pois a velocidade da luz mesma seria inatingivel, pois exigiria,

17 . . . . )

A chamada massa variavel de Lorentz foi abordada na teoria de Abraham da massa variavel e com o experimento de Walter
Kaufmann sobre a massa de elétrons em alta velocidade e a ndo-conservagao de energia em experimentos da eminente fisica Marie
Curie com o elemento quimico Radio.
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teoricamente, uma energia infinita para a sua consecucao, em outras palavras, trata-se de
uma singularidade.

Considerando a distancia de 15Km da camada da atmosfera terrestre, o equivalente deste
valor no sistema préprio da particula em movimento préximo a velocidade da luz seria de
15.000/47,32 01316,99m.

Deste modo, o tempo transcorrido no sistema préprio da particula para que o muon
percorra esses 316,99m seria de 316,99/3x108 0 1,056us. Esse tempo, por ser inferior ao
tempo maximo de 2,2us exigido no decaimento, garante que boa parte dos muons
incidentes sobre a atmosfera terrestre atinja a superficie do planeta.

4.3. Com Respeito ao Desenvolvimento da Equacdo Diferencial dos Tempos Item
3.2.3

Quando concluimos que existe uma diferenca de calculos entre a mecanica classica de
Newton e a mecanica relativistica, elaborada a partir da Teoria da Relatividade, isso nao
quer dizer que estas variagcoes sao todas reais. Reais sdo aquelas medicoes realizadas na
superficie da Terra, enquanto que as medigdes originarias do processo relativistico sao
aparentes para um observador posicionado na superficie terrestre. As variagdes se dao por
conta do fenbmeno aparente gerado pelo efeito relativo, descrito pela Teoria da
Relatividade, e que tem sua origem no processo de medigcdo que € promovido através da
utilizacdo do movimento do percurso de um raio de luz ou de uma onda eletromagnética,
em outras palavras, ndo sao utilizados rel6gios mecéanicos de cabelo ou de péndulo nas
medicdes ou experimentos. Os reldgios sempre utilizados sdao os relégios de luz ja
referenciados nesse trabalho.

Tomemos o raciocinio elaborado a partir das equacdes 3.005-a,b, anteriormente descritas.
A questao das diferengas dos tempos tem um detalhe em sua elaboracao e isso pode ser
facilmente descrito através de célculos que serao mostrados a partir da analise da figura
4.1 seguinte.

Quando Einstein optou por realizar as medigcbes das distancias através do espaco
percorrido por um raio de luz ele, na realidade, queria realizar essa medida segundo um
procedimento que lhe garantisse certa consisténcia uma vez que ele bem o sabia o que
desejava, € claro. A utilizacado de instrumentos cuja dindmica se desenvolvesse de maneira
mais lenta que a dinamica daquilo que pretendesse medir seria um erro que o0 proprio
Einstein ja havia percebido. Dai a idéia da utilizacdo de um agente independente do
referencial, mas que fosse, de certo modo, invariavel e rapido o suficiente em seu processo
de medicdo. O que no universo poderia ser utilizado sendo a dindmica da onda
eletromagnética que, além de rapida e constante, se propaga no vacuo interestelar
segundo a teoria eletromagnética de Maxwell. Por isso, a base adotada para a medicao
das distancias no sistema proposto na Teoria da Relatividade leva em conta a velocidade
da luz tomada como uma constante.

Agora, devemos ter em mente que a elaboracdo das equacdes 3.005-a,b, anteriormente
descritas, parte de uma suposicao, se assim podemos dizer.

Repetindo as equacgdes aqui, observamos que Einstein considerou que a distancia a ser
percorrida pelo raio de luz, em ambos os sentidos, era sempre 0 mesmo, porém isso nao é
0 que ocorrera na realidade.

Considerando a haste em movimento de translacdo, retilineo, na direcdo do eixo X, as
velocidades relativas sdao C-V e C+V, respectivamente no sentido positivo do eixo e no
sentido negativo, porém as distancias percorridas pelo raio de luz serao diferentes de L.
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FIGURA 4.1 — Movimento da haste no eixo X

Explicando o movimento que foi adotado na demonstracédo, notar pela figura 4.1 que os 4
momentos assinalados representam as 4 principais fases em que podemos medir o
comprimento da haste. Entendemos como raio incidente aquele raio de luz que parte de
um ponto em dire¢gao ao outro ponto, e por raio refletido aquele raio de luz que se refletiu e
encontra-se em movimento de retorno ao ponto inicial de emissdo. Em 1 o raio de luz sai
do ponto A e somente chegara ao ponto B na condicdo de raio incidente, em 2, apds
percorrer a distdncia x e nao a distancia L como foi considerada por Einstein. Neste trecho
a velocidade relativa é C-V, como esperada. Em 3, o raio de luz sai do ponto B e,
retornando, chegara ao ponto A, na condigcdo de raio refletido, em 4, apds percorrer a
distancia x" e ndo a distancia L como foi considerada, novamente, por Einstein. Neste
trecho a velocidade relativa é C+V, também como esperada.

Considerando a figura 4.1, as relacdes de tempos serdo agora:
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t= (4.001-a)

4.001-
C+V (4.001-b)

Notamos que as variaveis x e x", nas equacgdes anteriores 4.001 a-b, ndo sao exatamente
o comprimento da haste, pois ela (haste) encontra-se em movimento. Trata-se de
distancias que seriam supostamente percorridas ora no sentido positivo do eixo X ora no
sentido negativo, porém com diferentes velocidades como ja foi dito antes. Foi por isso que
o proprio Einstein, na equacao diferencial parcial 3.015, introduziu uma diferencial 07 #0.

Na nossa analise anterior percebemos, facilmente, que x > x" e que (C-V) < (C+V) o que
nos garante que t > t", ou seja, t Zt", pelo menos em teoria.

4.4. Com Respeito ao Aparecimento da Quarta Dimensao em Ct

Embora a aplicagdo do conceito do espaco de Minkowski , um espaco pseudo-euclideano
no qual a Teoria da Relatividade se fundamenta, seja o sistema de coordenadas utilizado,
tal sistema ndo poderia ser admitido desde o inicio como uma causa determinante ou
inconteste.

E evidente que desde o inicio, tanto Lorentz quanto Minkowski , ao admitirem um sistema
de coordenadas do tipo de um quadrivetor para a analise da cinematica do ponto material,
também admitiram a possibilidade da Teoria da Relatividade, pelo menos na conclusao
desta.

Sem querer entrar na questao do mérito, o que se observa é que uma coisa esta dentro da
outra, o artigo de Einstein, a postulacdo do espaco de Minkowski e as transformacdes de
Lorentz, sem contar as idéias contidas na suposi¢éo da contracdo de Lorentz-Fitzgerald.
No fundo, o aparecimento da quarta dimensao dentro da dindmica do ponto material de
Newton sé foi possivel a partir de experimentos que fundamentaram e embasaram a teoria.
Por que apareceu essa 42. dimensao? Ela apareceu no instante em que foi aventada a
possibilidade da existéncia da diferengca entre os tempos medidos na experiéncia
idealizada no item 3.2.2, precedente, que tratou da relatividade de comprimentos e tempos.
A equagdo V297,-071,=0T, equagéo 3.015 precedente, deu inicio a idéia de que haveria
um erro nas medicdes dos tempos, ainda que considerassemos, mesmo que de modo
incongruente, que os caminhos percorridos pelo raio em ambas as direcoes fossem o
mesmo. Aqui, é importante considerar que nem 0s tempos, tampouco as distancias, seriam
as mesmas assim como ja foi comentado no item 4.3.

Um fato interessante: mesmo supondo que, no sentido negativo de movimento, a
velocidade relativa do raio de luz fosse C+V, ou seja, uma possivel velocidade maior que a
velocidade da luz, o resultado final das transformagdes garantiu que uma velocidade assim
seria impossivel em termos da transformacéao, pois se assim o fosse gerariamos, a partir
dos calculos, valores complexos para os tempos, uma impossibilidade fisica.

4.5. Com Respeito a Métrica (ds)’ do Espaco de Minkowski

Segundo a referéncia 10, a definicao de métrica, norma ou comprimento de um vetor a

qualquer identificado por um conjunto de elementos a; = ay, ay, as, ... an, € dada por /a/ e é
definida pela seguinte relacao:
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(4.002)

Caso consideremos um sistema de 4 dimensdes a norma seria:

ds = J (Cdt)? - (dx)? = (dy ) - (dz)? (4.003)

Foi interessante como a definicAo da métrica do espago de Minkowski, que € uma
conceituacao obrigatéria para todo o conjunto de um espaco qualquer, acabou dando
origem a uma dimensao temporal.

Quando adotamos a condicéo particular de trabalhar no tempo préprio do fenédmeno, uma
vez que consideramos o ponto X =y =z =0 no local de medicao do tempo t , buscamos
trabalhar apenas com a dimensao tempo no sistema em movimento. Como ja dissemos
antes, fisicamente isso significa a colocagdo da medicdo do tempo na origem do sistema
que por ora se encontra em movimento em relacao ao outro sistema em repouso. Isso fez
com que desenvolvéssemos uma diferencial ds = d(Ct) = C dt que mesmo tendo a
dimensao de espaco, por ser em funcdo de uma constante C, tornou no resultado final
como uma variavel funcao do tempo. Esse tempo ds, trata-se de um pseudo-tempo. Com
esse artificio foi possivel introduzir, dentro das equacdes cuja variavel independente é o
tempo, outra variavel, porém como funcao da relacdo de velocidades v/C, uma relagcao
importantissima para a Teoria da Relatividade.

Como isso nos foi possivel elaborar uma expressdo que nos mostrasse a relacao direta
entre a variacdo da quantidade de movimento de um ponto material e a correspondente
forca de acdo e reagdo, seguindo o mesmo raciocinio adotado por Isaac Newton na
formulagéo de sua lei da aceleragao.

4.6. Com Respeito a Dinamica Relativistica e ao Conceito de Massa Inercial

A 22 lei de Newton é conhecida como a lei da aceleracdo e se dispde sobre da forca
exercida em um ponto material, em movimento, sendo proporcional a variacdo da
quantidade de movimento a que esse ponto material esteja sujeito. A partir daqui, seguindo
0S mesmos principios, apenas levando em consideragdo que haveria possibilidade de
ocorrer a variacdo da massa, surgiu um importante conceito sobre 0 que seria massa
inercial. Se o ponto material encontra-se em movimento é sinal que ele esta dotado de

energia cinética conforme a expressao dE:d(mo,BCZ)cuja solucdo nos fornece a
E . . .

equagao Io dE = j§_1d(m0,802), isso ja pela Optica da Teoria da Relatividade.

Partindo do repouso, um determinado corpo material foi acelerado até uma velocidade v

gue agora se encontra embutida no parametro S da equacao precedente. A integracdo da
diferencial de energia, conforme mostra a equagao anterior, nos daria E=my (ﬁ—1)02da

qual extrairiamos uma condicao E:moCune tem a ver com o limite inferior da

integracdo, uma energia do tipo inercial correspondente a condicado em que encontramos o
corpo material parado.

Como estamos analisando o desenrolar dos fendbmenos segundo o principio que rege a 22.
lei de Newton, podemos imaginar que toda a massa do corpo material se encontra
confinada em um ponto e também podemos concluir que essa massa, ou aquilo que
chamamos de massa nesse principio, tem tudo a ver com um tipo especifico de energia
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que, em caso de uma possivel aceleracao, sujeitaria essa mesma massa concentrada a
uma transformacéao, ou seja, em uma espécie de desintegracdo daquilo que chamamos de
massa original ou massa inercial. Essa concepcao foi fundamental para que a grandeza
massa inercial fosse entendida. Poderiamos, entao, questionar que, por acao de qualquer
movimento, por menor que este seja, a massa ja comecaria a se transformar em energia,
ou, em outras palavras, comecaria a se desintegrar. Isso nao nos parece uma situacao que
a rigor veriamos no nosso dia a dia. Podemos afirmar, com reservas, que tal condicdo de
desintegragao, foi observada nas reacdes nucleares de que temos conhecimento. Nao
estamos também levando em conta a questdo da energia que esta sendo irradiada, no
presente momento, pelo corpo material, um fato inegavel. Agora perguntariamos: o que
seria essa tal desintegracao propriamente dita? Do que se trata?

A transformacao do ente massa em energia, obtida pela dinamica do processo, mostra que
energia e matéria ndo podem ser dissociadas. Com relacao as condicbes das ligacdes
eletrdnicas, no nivel de subparticulas, o que podemos dizer € que nao se pode definir um
ponto em que passara a existir desintegragdo ou mesmo decaimento. Isto estaria
associado ao estudo das forgas fundamentais da natureza, um campo ainda meio obscuro.
O que sabemos € que ao acelerar um ponto material a velocidades proximas a velocidade
da luz o processo de desintegracdo comeca a aparecer. Lembramos que a desintegracao
nao se limita apenas na transformacao de um determinado material em outro, um elemento
quimico em outro elemento, mas sim a conversdo de matéria em energia na forma de
emissao luminosa.

Observacao:

Existe uma digressado interessante sobre essa questdo da massa inercial e a sua
transformacao em energia pura. Imaginemos um ponto material singular, um atomo do
elemento quimico Hidrogénio mais simples, conhecido como prétio, com 1 préton no
nucleo e 1 elétron na eletrosfera'®.

Sabemos que praticamente a massa desse ponto material sera representada na sua
totalidade pela massa em repouso do préton que é de 1.836,076 vezes maior que a massa
do elétron circundante, segundo a referéncia 9. Nos processos de interacdo energética, é
sabido que o elétron pode passar do estado de matéria para o estado de energia sob a
forma de uma radiagdo gama de alta poténcia. E a massa do proton? Como ficaria? Nao é
possivel saber se existe essa condicdo em que a prépria massa de um préton pudesse se
converter em energia. O que nos parece € que essa energia tem mesmo a sua razao no
processo de fusdo nuclear que ocorre nas estrelas e cuja energia permite a formacéo da
ligacdo préton — elétron que acaba integrando para formacdo da matéria. Seria a
conversao do plasma estelar em Hidrogénio. Essa conceituagdo é fundamental para que
entendamos o que é massa, ou pelo menos, o que significa a grandeza massa de um
ponto material. Seria a massa, ou aquilo que empregamos na equacao da forca e da
aceleracao, essa energia gasta e acumulada na forma das ligacdes nucleares, que acaba
criando o chamado campo gravitacional que interage entre as particulas que existem na
forma de matéria? Seria essa a energia material? Parece um paradoxo dizer a expressao
"energia material", mas é exatamente essa idéia que nos convida a meditar.

A massa, em termos materiais, tem tudo a ver com uma espécie de densidade material que
confere uma particularidade aos corpos. Uns sdo mais maci¢os que outros enquanto outros
sa0 mais leves que outros, porém essa caracteristica somente pode ser avaliada quando

'8 Quando nos referimos a um ponto material, queremos dizer que ao delimitarmos um corpo fisico e tangivel, ndo importando a sua
forma, imaginamos a concentragcdo da massa desse corpo num ponto que poderia ser o centro de gravidade desse corpo. Porém, a ideia
de ponto material vai mais além, ela quer dizer que, se existe um ponto no espago, definido e determinado como representativo da
massa inercial de um corpo, esse ponto € minimo e indivisivel, ou seja, nao existira a possibilidade de haver 2 ou mais pontos materiais
simulténeos representativos desse mesmo corpo.
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€SSes Ccorpos se encontram sujeitos a acdo de um campo gravitacional. A referéncia 1 traz
uma mencao a respeito do conceito de massa lembrando as ponderacdes de Albert
Einstein que afirmou ndo haver uma distingdo entre o que ele chamou de massa inercial e
massa gravitacional, o conhecido e importante "principio da equivaléncia das massas".
Ainda hoje ha uma discussao sobre a real natureza da forca gravitacional, como ela age e
como se propaga pelo cosmo interestelar. Um dos grandes problemas da forca
gravitacional, e da teoria da analogia desta com as forcas de origem eletromagnética, é
que ela ndo admite repulsdo, apenas atracédo, pelo menos até onde conhecemos a sua
atuacao'®.

19 . . A ) ~
Lembramos que massa inercial tem a ver com a resisténcia que um corpo material oferece ao processo de aceleragdo dessa massa e
forga gravitacional tem a ver com a for¢a de agéo do campo gravitacional sobre essa mesma massa.
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5. TEORIA DA RELATIVIDADE PELA
OTICA DO CALCULO VETORIAL

5.1. Postulados da Teoria da Relatividade

A referéncia 3 afirma que, se dada uma determinada grandeza, existira algo de absoluto
nela que independera dos sistemas de referéncia adotado para analisar, por exemplo, a
sua dindmica, porém também existira algo relativo que serda a sua representacdo nos
diferentes sistemas que possamos adotar.

Afirma também que o principio da relatividade associa-se ao principio da identidade,
principio este que garante a definicdo de uma determinada grandeza mediante um agente
fisico que pode vir a representar essa grandeza independentemente de sistemas de
sistemas referenciais empregados na analise de algum comportamento a ela associado.
Essa garantia tem a ver com a modelagem fisico-matematica adotada na representacao do
fendbmeno em que tal grandeza fisica encontra-se inserida sendo que a formulacao devera
estabelecer um invariante face as mudancas que se dardo em funcdo das respectivas
imagens em cada um dos sistemas de coordenadas adotados.

Um bom exemplo disso € a chamada transformacdo ortogonal de Blondel ou de Park
utilizada na representacdo e modelagem de maquinas sincronas cujas grandezas elétricas
representadas em um sistema fixo de coordenadas, variantes com a rotacao da maquina,
sdao matematicamente transformadas e convertidas em grandezas de um sistema moével
que gira junto com o rotor da maquina. O invariante nesta transformacao é a poténcia
originaria da converséo eletromecéanica do processo.

Postulamos entédo o principio da relatividade que diz que na definicao fisico-matematica de
um fendmeno qualquer, caso essa definicdo seja um invariante, temos ai caracterizada
uma lei fisica.

Tomando como base o que foi estabelecido em termos de movimento relativo, podemos
enunciar o principio da relatividade de Einstein que exprime a invariancia de certas
relacdes da mecanica classica para sistemas que estejam se movendo com velocidade
constante e retilinea.

"Dois sistemas referenciais em movimento constante e retilineo tém assegurada a
invariancia das relagdes, independente de se tomar um ou outro sistema como base de
referéncia.”

Para a mecanica classica de Galileu e Newton, existia um espaco absoluto composto de
pontos € de um tempo absoluto composto de instantes. Portanto, na formulacido da
mecanica classica estavam as nocdes de espaco absoluto definido pela geometria
euclideana e de tempo absoluto que fluia continuamente de maneira inexoravel. Dentro
desse sistema eram definidas as grandezas basicas como massa, aceleracgao e forca.

Na mecanica relativistica ha um rompimento com a questdo do tempo absoluto e com o
sistema tridimensional classico.

O modelo proposto agora se baseia nos calculos relativisticos que utilizamos como
referencial, 0 modelo do espaco de Minkowski, que se constitui de um sistema de
coordenadas quadridimensional, um sistema pseudo-euclideano.

5.2. Equacoes do Movimento Relativo na Forma Vetorial

Imaginando na figura 3.2 a existéncia de um eixo especial, cuja variavel seja funcao do
tempo, e o adicionando aos eixos que normalmente compdem o sistema referencial
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inerente ao modelo classico de Galileu, criado por Isaac Newton, criamos um novo
sistema.

Assim, procurando proceder com a representacdo de um vetor posicao r num sistema de
coordenadas retangulares xyzT, em funcéao do tempo t, temos:

r(t)=x(t)x+y(t)y +z(t)z +e(t)t (5.001)

Onde x,y,z,t séo os vetores unitarios referentes a cada um dos eixos XYZT e
e(t) uma funcao do tempo através de um invariante que seria a velocidade da luz.

Na proposicao de Einstein, a variavel e(t) é definida por e(t) = Ct onde C é velocidade da
luz no vacuo?.

Considerando a forma matricial de representacao do vetor coluna rvem:

X X-/
X
r=|7]=| 7 (5.002)
z X3
Ct X4
Ou melhor:
X1 100 0][x
X2 010 0|y
= O =D .
x3| |0 01 0|z [x] [X]/—1,2,3,4 (5.003)
xq| |0 00 C||t

Através dessas relacdes, um ponto no espaco de Minkowski fica determinado, mas para
criar a base do espaco ha necessidade de definir a métrica desse espaco, ou seja, o valor
métrico para a definicdo do comprimento de arco, o que é dado pela seguinte relacao:

(ds)? = dr [tir (5.004)

Isso significa que o quadrado do comprimento de arco do espacgo definido, representando o
méddulo do comprimento, é igual ao produto escalar do vetor posi¢ao r por ele mesmo.

A razao da utilizagdo desta medida métrica tem tudo a ver com o fato de a relagdo em
questao definir um invariante, sendo vejamos a seguir.

Seja considerar, por exemplo, 2 vetores a e b conforme as seguintes representacdes onde
X;j € a base do espaco vetorial desse sistema:

20 Segundo Einstein, pelo menos é assim que ficou definido no artigo de 1905, a escolha da velocidade da luz como um invariante foi
mais por falta de algo um tanto quanto que mais concreto.
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Xq Xq
a=la; a, - a) X;Z e b=[by b, - by X;Z
X, X,

O produto interno ou produto escalar dos vetores a e b sera dado por:

by x

by x5

p=(ab)=a’b=[ax; axo - ax,]

ann

A indicacao do vetor aT, como sabido, representa a matriz transposta da matriz a utilizada
no procedimento de multiplicacado de matrizes.

p=aby +axby +---+a,by

21

p=)_ ab (5.005)

(=

Para o caso em que o vetor b seja igual ao vetor a, fica definido o médulo do componente
escalar, num dado espaco, caso sejam a e b vetores incrementais de posicao, e iguais a
dr, vem que:

(ds)? = dr ar
Para
r=xx+yy+zz [0 dr=dxx+dyy+dzz

Donde:
(ds)? = (dx)? + (dy)? +(dz)?

A expressado acima nos remete ao modelo do espacgo euclideano de Galileu que na forma
matricial ficara da seguinte modo:

ax
(ds)? =[dx dy dz] dy
az

Ou melhor:

T

21 . . . s
Observar que o produto escalar ou interno X; [x; =1 da base vetorial do espago sera sempre um escalar unitario.
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1 0 0][dx
(ds)? =[dx dy dz]|0 1 O||dy
0 0 1||dz

Numa forma matricial mais compacta:
(ds)? = (dr)" M(dr) (5.006)

A equacgao matricial 5.006 é a equacéao por definicdo do médulo de comprimento de arco
em um sistema tri-ortogonal que nada mais é que o sistema adotado para o modelo de
espaco euclideano.

Quando o espaco euclideano contém n dimensdes, ou seja, ele é n-dimensional, temos:

A equacdo anterior pode ser entendida como a representacdo do processo de
generalizacdo da equagdo da métrica para o espaco euclideano n-dimensional®.

5.3. Equacoes do Movimento Relativo do Espaco de Minkowski

A formulacao do espago de Minkowski pode ser explicada da seguinte forma. Partimos,
inicialmente, da condigdo de existéncia de um sistema inercial no qual os movimentos
menores podem ser definidos através do modelo de Galileu, ou seja, um sistema
referencial tri-ortogonal do tipo XYZ.

Um outro sistema referencial XYz é apresentado se movendo a uma taxa de velocidade
elevada em relacdo a velocidade da luz, por exemplo, de modo que valha a equacéao
seguinte, se ja nao conhecida sera de facil obtencao:

r=r+Ct (5.007)

Por comodidade, vamos adotar a seguinte disposigao:

. 23
-r=-r+Ct

Assim, colocando na forma matricial vem:

2 Quando o espago é genérico, ndo obedecendo a uma métrica especifica, ele é comumente chamado de "espago riemanneano”. Um
exemplo bem simples que mostra a diferenga entre os espacos aqui mencionados é saber que, no espago euclideano, a soma dos
angulos internos de um triangulo qualquer é 1802, ao passo que no espago riemanneano, onde o plano seja a superficie de uma esfera,
a soma dos angulos internos de um triangulo é 270°.

2 A referéncia 3 sugere que esta mudanga seja feita, porém néo explica direito o porqué desta sugestao. Na realidade, se formos tomar
as deducdes realizadas no item anterior 3.2.3., da "Teoria da Transformag@o das Coordenadas e do Tempo na Passagem de um
Sistema em Repouso para Outro que esta Animado em Relagdo ao Primeiro de uma Translagao Uniforme", saberemos que nesta
transformagao o vetor Ct ocupa o sinal invertido com relagdes aos outros vetores relativos aos eixos XYZ.
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M =[x y £
Donde:

T =[-x -y -z ¢
A fim de aplicarmos ao movimento relativo um tal efeito aqui aventado, ou seja, supormos
a nao variancia do tempo, como podemos perceber pela direcdo em que o

desenvolvimento esta se desenrolando, o vetor posicdo incremental passara a ser
representado pela seguinte equacéo:

~(dr)" =[-dx -dy -dz Cdf (5.008)

A equacéao 5.008 na forma desenvolvida sera:

-1 0 0 O} dx
_ -1
~(dr)l = o (5.009)
0 0 -1 0| d
0 0 0 C|| dt

Na equacéao 5.009, dx, dy, dz, dt sao as diferenciais das variaveis do vetor g cuja matriz
quadrada, representada na equacao, trata-se da matriz referente a métrica utilizada na
medida. Deste modo, para mantermos a coeréncia da matriz quadrada, chamaremos esta
matriz de "matriz de métrica" do sistema adotado, ficando entao definida qualquer relagéao
que parta de uma dimenséo ou de um comprimento a ser estabelecido.

Depois do estabelecimento de conceitos, podemos partir para a obtencdo da matriz de
transformacao para as variaveis dos 2 sistemas referenciais, um deles em repouso e o
outro em movimento em relagdo ao primeiro, com 0 mesmo movimento até aqui estudado,
qual seja, movimento de translacdo retilineo ao longo do eixo X e com velocidade
constante.

As matrizes de transformacdo, numa forma genérica, serdo relacionadas do seguinte
modo, onde as variaveis x;e x; ,i=1234,Sa0 as variaveis no sistema em movimento e
no sistema em repouso respectivamente.

X1 ary a2 a3 a4 || X1
X2 |_|821 @22 823 324 | X2
X3 a3y 432 az3 434 || X3
X4 aq1 a4z a43 aq4 || X4

Resumidamente, numa forma compacta, temos:

_— i=1234
Xi = 28X 21234 (5.010)

As relagbes existirdao apenas entre as variaveis Xx;,X; € X4,Xy, UMa vez que o
movimento de translacao de um sistema em relagdo ao outro se da apenas no eixo X e no
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eixo T. A questdo agora € utilizar da analise vetorial, aplicando o conceito do calculo
tensorial, considerando a matriz de transformacao como se fosse um tensor contravariante,
conforme conhecemos da teoria da andlise tensorial.

Deste modo, temos entédo a relacdo de transformacédo segundo um tensor contravariante
de ordem 1 ?* conforme a seguinte equagdo matricial:

_0)_(1 6)_(1 6)_(1 0)_(1_

0xy O0xo 0x3 0x4
X1 0)_(2 6)_(2 6)_(2 6)_(2 X4

X2 0xy O0xp 0x3 0x4 || X2
X3 0)_(3 0)_(3 0)_(3 6)_(3 X3

X4 0xy O0xo 0x3 0x4 || X4
6)_(4 0)_(4 0)_(4 6)_(4

_6X1 0xo 0x3 6X4_

Resumidamente, numa forma compacta, temos a seguinte representacédo para a equacgao
matricial anterior:

0x; i=1234
= X;

K= AX o X ax; 1 j=1234
j j_,'i,'

(5.011)

Considerando as observacdes acima, vem:

L _6)_(1 0X; 1
— I 0 0 Idy -
f7 0X4 ox, || X1
Xo _ 0 1 0 0 ||xo
%, 0 01 0| x (5.012)
)_(4 % 0 aﬁ Xy
- _6X7 aX4_ -

A questao agora é a determinacao das relacdes contravariantes para que fiquem definidas
as relacbes de transformacgdo das varidveis do sistema em repouso XYZT para o sistema

mével XYZT .
Sera utilizada a equacao 5.006 da métrica, ja considerando as variaveis gre dr. Assim:
(ds)? = (dr )" M(dr )= Constante

Onde:

24 oz A A
Um tensor de ordem 1 nada mais € que um vetor comum, ver referéncia 4. Segundo esta mesma referéncia, um tensor de ordem zero,
trata-se de um escalar, e pode ser tratado como um invariante.

55



dX1 dX1

d _ |dx
dr=| 2| o dr=|°72

dX3 dX3

dx, dx,

Desenvolvendo a expressao de gs vem:

(dsf = (@) M@)=Q O  Q=(dx;)"M(dx;) 25

i=1,234
Mas da equacéo 5.012 temos que:
(dxj)=A(dx;)
i=1,23,4
Assim:
Q=(Adx;)T M(Adx;)=(dx;)T AT MA(dx;)
i=1,234
Ou melhor:
—ree )T .
Q=(dxj) P(dx;)
i=1234
Finalmente:
P=ATMA (5.013)

A relacao resultante dessa transformacéao foi outra forma quadratica semelhante aquela
utilizada na partida para o sistema com variaveis barradas.

Deste modo, sabemos que a utilizacdo da equacao da métrica na forma quadratica, trata-
se de um invariante no processo de transformacéao entre os sistemas.

Como a métrica de transformagdo devera ser a mesma, pela equacao 5.013:
M=A"TMA (5.014)

A matriz A da equacao 5.012 é uma matriz quadrada e simétrica o que permite
escrevermos a seguinte relacao:

25 .z P - - ~ -
Notamos que esta forma nada mais € que a classica forma quadratica normalmente usada em vérias operagdes matematicas.
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%, 0%,

6X4 0X1

A equacao 5.014 garante a existéncia de uma lei que sera utilizada para o levantamento
das incognitas contravariantes que compdem o tensor descrito pela equacéo 5.012.

Assim, desenvolvendo a equagao matricial, temos:

-1 0 0 O ajy 0 0 agqy||-1 0 0 O|ajy 0 0 ayyg
o -1 0 of{ |0 10 0 o -1 0 0| 0 10 O
o 0 -10 0o 01 0 o 0 -1 0|l 0 01 0
o o0 o0 1 ajqg 0 0 agq|| 0 0 0 Tllagr 0 0 ayy
Donde:
1.0 0 0 —a11+ 48 -
a“11+a“41 0 0 -ajrarg*tagrasy

0 -1 0 0]_ 0 170 0

0o 0 -1 0| 0 0 1 0

0 0 0 1] |-ajjaq+aggagy 0 0 -a“14+a 4

O seguinte sistema de equacbes € obtido a partir da igualdade entre as 2 matrizes
anteriores:

~Pr1+dP41=—1
~&P1q+aPaa=1

—ayqajqtagraqy =0

Pela simetria considerada temos que a;4 =ay;.

~a%11+a%14=-1 (5.015)
~alig+ale =1 (5.016)
—8y1814tag 8 =0 (5.017)

Somando as equacdes 5.015 e 5.016 obtemos o seguinte:

3244_3211:0 ] 34421311 ou 31121344
Para a,, = +a,, na equagao 5.017 temos:

—ar1aytagya; =0 0 ayg(ag—a)=0
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Para a5 , 0 na equagao anterior temos:
daq1 = ay4 — simetria confirmada !!!
Para g,, =-a,, na equagao 6.017 temos:
—a81814% a1 (=811)=0 O —ay(ay+a)=0
Para a,, # 0 na equagao anterior temos:

aq1=—ay4 — simetria ndo confirmada !!!

Deste modo, temos 2 matrizes A de transformagdo que resolvem, matematicamente, o
nosso problema e que serdo reescritas a seguir:

ay; 0 0 ay

A= 0100 (5.018)
o 01 O
ay 0 0 ay

e

ay; 0 0 ay
0 1.0 O

A = 5.019

2710 01 o0 (5019
—dyy 0 0 —dayq

Analisando o sistema de equacdes 5.015, 5.016, 5.017, concluimos que, a partir das
funcdes hiperbdlicas, os elementos das matrizes A poderiam ser reescritos de uma forma
especifica, do seguinte modo:

as1 = cosha
a4 =-sinha e ayy =-sinha
ayy =cosha e ayy =-cosha para ayq = Ssinha

Para a matriz A7 temos a seguinte montagem dos elementos:

cosha 0 0 -sinha
0 1 0 0
A1 =
0 0 1 0 (5.020)
-sinha 0 0 cosha
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X

Assim, a equagéao 6.012 toma a sua forma definitiva do modo seguinte:

X1
X2
X3
X4

De onde extraimos que:

cosha 0 0 -sinha || x
0 10 0 Xo
0 0 1 0 X3
-sinha 0 0 cosha || x4

X; = (cosha )x; — (sinha ) x4
X2 = Xo

X3 = X3

X4 =—(sinha ) x; + (cosha ) x,

Trazendo da equacéao 5.003 as reais variaveis para 0 nosso sistema vem:

Também teremos:

Xy =X
X2 =Y
X3=Z
X4:Ct

X Xl X
nm oo n
O NI < Xl
~

A equacéao 5.022 também podera assim ser reescrita numa forma expandida:

x = (cosha ) x— (sinha ) Ct

N
I
N

Ct = —(sinha ) x+ (cosha ) Ct

(5.021)

(5.022)

(5.023)

(5.024)

(5.025)

(5.026)

Como o modelo do espaco de Minkowski € uma generalizagcao do modelo de Galileu, como
aplicacao, sera usado o préprio sistema de Galileu, suposto real, onde temos um esquema
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semelhante aquele visto na figura 3.2, e que foi transcrito para essa secédo, supondo
constante a velocidade v, qualquer e de modo que pudéssemos escrever 0 seguinte:

O<v<(C
Onde C = 3 x10% s,

Através dos limites da velocidade é possivel obter as condicbes de contorno para o n0sso
problema em questao.

Considerando a condigdo para x = ¢ na equacao 5.023 anterior teremos:

sinha _ x

0 = (cosha )x—(sinha)Ct O =—
( M= ( ) cosha Ct

Como da equacgao 3.006, anterior, nos é dado que x = x'+Vt, sendo x' o deslocamento
préprio no sistema de eixos em movimento, Nno N0SSO caso aqui X, temos que x = vt.

Deste modo:

sinha :i:ﬁ:l O tgha:l
cosha Ct Ct C C

Das equacgdes-base que descrevem as funcdes hiperbdlicas, sabemos que:

coshza = ;2 O coshza = . 0 cosha = 1 (5.027)
1-tgh“a ,_(1)2 1_(1)2
v v
..D tghzcx ., D (0)2 . E
sinh”a =5 O sinh“a =——— [0 sinht = ——— (5.028)
1-tgh“a 1_(1)2 1_(1)2
C c

Logo, a partir dos resultados das equacdes 5.027 e 5.028, teremos, para as equacdes de
transformacao 5.023 — 5.026, que:

_ 1
X=—=—(x-v) (5.029)
L, v.2
1-(—)
C

y=y (5.030)

2=z (5.031)
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1 (t v
—(t-—7>%

v C
1-(2 P

C

.-..,
I

X) (5.032)

A equacdo 5.012 pode ser apresentada numa forma compacta segundo a seguinte
equacao:

)_(,' = AX,'
0 que, obviamente, admite a inversa conforme a seguinte disposi¢ao:

x: = A 'x; (5.033)
Na equacgéo 5.033, é precondicao para a exequibilidade da operacdo que a matriz A nao
seja singular.

Sendo a matriz A expressa pela equacao 5.020, sua inversa é de facil obtencao, senao
vejamos.

cosha 0 0 sinha
-7 adjunta A 1 0 10 0
A= - 2 2
det A cosh“a - sinh“a 0 0 1 0
sinha 0 0 cosha
Logo:
cosha 0 0 sinha
A_1 0 10 0
sinha 0 0 cosha

A equacéao 5.033 também podera assim ser reescrita numa forma expandida:
X = (cosha) x + (sinha)Ct

y=y
z=z

Ct = (sinha ) x + (cosha )Ct
Utilizando as equacgdes 5.027 e 5.028 vem:
1 _ -
X=—————(x+vt) (5.035)

1-(2 P
C
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y=y (5.036)

z2=z (5.037)
t= T (t+ Y Xx)
= ) (5.038)
-(Y P2 C
c

Nas deducdes anteriores, apenas lembrando, o desenvolvimento se deu em cima da
escolha da matriz A7, equagao matricial 5.020, donde A = Ay.

Se ao invés disso fosse escolhida a matriz A2 as equacbes de transformacdo seriam
outras, com A = Aa.

Para a matriz A = Ap temos a seguinte montagem dos elementos da equacao 5.019
anterior:

cosha 0 0 -sinha
A=l 0100 (5.039)
0 0 1 0
sinha 0 0 -cosha

De onde extraimos, analogamente, as equagodes 5.022 que:

x; = (cosha )x; — (sinha ) x4
Xo = Xo
X3 = X3
X4 =(sinha ) x; — (cosha ) x4

Donde:

x = (cosha ) x— (sinha ) Ct
y=y
) z=z
Ct = (sinha ) x— (cosha ) Ct

Utilizando, do mesmo modo, as equacdes 6.027 e 6.028 vem:

x|
I

(x—vt)
1-(~)
C
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<
I
<

N |
I
N

1 (_t+L
2
v C
1-(Z
C

~ |
1

x) (5.040)

Observando a equacao 5.040, percebemos que nao procede como o esperado, bastando
ver que a equagao trabalha com um tempo t negativo, na formula, quando v= 0, uma
impossibilidade considerando a hipétese inicial de um tempo positivo e continuo que foi
levado em conta nas deducdes.

Devemos levar em consideracao, portanto, apenas as relagdes originarias da matriz de

transformacao A7 desprezando aquelas provenientes da matriz Ap.

Continuando o desenvolvimento teérico na formulagédo do estudo com respeito a dindmica
relativistica, demonstraremos, por calculo matricial, as expressdes para a velocidade do
ponto material a partir da formulagao dos resultados anteriores.

Lembrando que adotaremos um artificio algébrico, para a definicdo da velocidade, a fim de
conseguir levar a influéncia do parametro £ para as equacgdes futuras que utilizaremos na
composicao da formula de energia quando for explorada a dinamica relativistica. Com a
presenca do parametro S dentro das equacdes de velocidade dos 4 eixos sera possivel
analisar os efeitos da aceleracédo sobre a massa de um ponto material.

A definigcdo da velocidade u, considerando as variaveis do vetor velocidade no tempo t na
forma de quadrivetor, sera dada por:

dx;
uj =—=

as (5.041)
i=1234

A partir da equacao 4.094, passamos a utilizar o pseudo-tempo ds na equacao 5.041,

. _C .
anterior, de forma que, com ds _,_Bdt’ assim poderemos escrever que:

L B
I~ 26
C dt (5.042)

i=1234

Poderemos escrever também o seguinte:

% Vamos chamar as velocidades u i de pseudo-velocidades.
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_ﬁ_
ot i
— —_ V =
dxo Vi X
. - "4
Vi = ﬁ = at = V2 = y
ot S |ve (5.043)
dX_3 i C | C '
at -7
- C -
i=1234
Assim:
_B
uj =—Vv;j
c (5.044)
i=1234
Colocando a equacao 6.043 numa forma expandida vem:
100 o] Vx
01 0 0f|Vy Vy
iTlo o1 0 =D
000 C Vz Vz (5.045)
1] LT
i=1234
Levando a expressao de v; da equagao 5.045 na equacgao 5.044, vem:
v ]
uy = ﬁD Y
c |v, (5.046)
i=1234

Convém lembrar uma propriedade que veio embutida no processo de desenvolvimento
tedrico, por nds adotado, que pode ser representada pela relacao seguinte.

Da equacéao 5.041, sabemos que as pseudo-velocidades séo representadas pela relacao
_ X
ds

uj , considerando o sistema em repouso. Se considerarmos o sistema em movimento,
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. ~ — _dxj _ ~
as pseudo-velocidades ser&o representadas agora por u; =—-. Como ds = ds vem entéo

ds
que: y =Pie g =2
1
as as

A lei de transformacéo para as velocidades € a seguinte:

)_(,' =A X;
, (5.047)
i=1,234
Logo, derivando a equacgéo 6.047 em relacéo ao pseudo-tempo s vem:
d)_(,' _ dX,' — _ .
o5 Tgs D WEAU (5.048)
i=1,234

Considerando a transformacdao padrao, podemos escrever para as ditas pseudo-
velocidades na forma seguinte:

Ux Vx
B u v
Gi=au=Al Y |=Bap|”
uz| C€ vz (5.049)
i=1234

Mas também temos a seguinte relacéo para a pseudo-velocidades:

Vz (5.050)

i=1234

Assim, a partir da equacgao 5.050, a equacao 5.049 tomara o seguinte aspecto:

3 |v v v v

Ep| Y |=Lap| V| o |Y|=EpTap|”

C |vz| C vz vz | B Vz (5.051)
1] 1] 1 1]
i=1234
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Pelo mesmo raciocinio, obtemos também que:

Vx Vx
v P v
Y|_B -1,-1 y
=—D 'A 'D
— 5.052
vz | B Vz ( )

Agora, para efetuarmos a operagdo matricial p~’A~'p deveremos considerar alguns
detalhes interessantes.

A matriz A inversa que utilizamos em nossos calculos € a matriz Ay inversa dada pela
equacao 5.034 e reescrita a seguir.

cosha 0 0 senha
A_1 B 0 10 0
- 0 0 1 0 (5.053)
senha 0 0 cosha

As equacbes 5.027 e 5.028 nos fornecem as expressdes para o cosha e osenha, que

1
poderemos obter em funcdo do parametro ﬁ:ﬁ, conforme é dado na equacgao
1=V
CZ

3.069.

Deste modo, teremos também:

cosha = =f
4
1-(~ 2
C
v
sinha = ¢ =,81
v C
1-(~ )
C

Assim, com as expressdes de cosha e osenha , a matriz de transformacao de variaveis
entre os 2 sistema toma a seguinte forma:
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(5.054)

0
B

0 1
-B— 0 0

0

(5.055)

v
C
0

B 0 0B

Também poderemos obter a matriz inversa da matriz A:

1.0 0 0

A operagdo p~’4~'p é dada por:
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— __ V_
100 0 300351000
010 0 ;
1o o1 ofj00 10
0005310030000
i 1P |
) - ) )
B 00 B=Iri 00 o B 0 0 Bv
C 0 10 0
| o 10 oll01 0 0]
| oo 100010_0‘/07
BLZOOE 000C B?OOB
e C | - -

Com o resultado da operacdo p~’ap sera possivel a obtencido das relacdes de velocidade
que ficam da forma seguinte:

VX VX B 0 0 _BV_ VX
v 1
VI EBptap| V| B g 0 (1) o |
vz| B vz | B v Vz
7] ] PR 00 Pl
Logo:
8P g2 | .
1% ? 0 0 —?V Vy
vi_l o 10 o ||YY
v 1
Vz g 0 % 1|vz (5.056)
1Y g F 1
L _ T_2 pp— L |
. B C g |
E também:
vy | vy ] [ B 0 0 Bv][vy]
= v -0 1.0 01|y
"4 "4 "4
YI2B 1415 vy _B o o1 oll”
vz | B vz | B Y 00 8 Vz
L7 L7 B 02 1L 1]
Logo:
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Vy ,E 0 0 ,Ev Vy
vy | o 10 0 vy
=0 01 0 =
Vz 5V 00 3 Vz
RERL IR

Da equacéao 5.057 podemos obter a expressao do parametro E , SENa0 vejamos:

v - - 1
1:/3?VX+IB 0 'B: y
T+—5 vy

CZ

A expressao recursiva para essa solugao foi obtida através da comparagao da Ultima linha da matriz da equagéo 5.057.

(5.057)

27
(5.057)

69



6. TEORIA DA RELATIVIDADE APLICADA
AO ELETROMAGNETISMO

6.1. Introducao

Este capitulo apresenta a teoria do eletromagnetismo sob a O6ptica da Teoria da
Relatividade.

A finalidade € mostrar os trabalhos desenvolvidos matematicamente por alguns autores de
modo que os principais conceitos da teoria da relatividade com aplicacdo na teoria do
eletromagnetismo sejam apresentados.

6.2. Observacoes Iniciais

Analisando a Teoria da Relatividade classica aplicada a mecanica, fica evidente que a
extensao desta teoria aos demais campos da fisica seria uma coisa quase que iminente.
Sendo assim, os calculos dentro da eletricidade e do magnetismo relativistico vieram como
que por consequiéncia natural das deducdes tedricas da mecanica que podemos chamar
de originais frente aos fatos descritos.

Deste modo, podemos formular as novas definicbes para as conhecidas equacdes de
Maxwell explorando a teoria vetorial e associando a elas os conceitos da Teoria da
Relatividade, partindo de premissas basicas tais como os invariantes, ou seja, um conjunto
de leis e principios que regem todo o universo fisico.

Por ser este um tema complementar, muitas citacées serdo colocadas dando a impressao
de uma obra de continuidade, o que parece l6gico uma vez que, para a compreensao
desta parte, torna-se necessario o completo entendimento da Teoria da Relatividade
classica envolvendo a mecanica.

6.3. For¢a Eletromagnética de Lorentz

Assim como ja foi mencionado na introducéo, o inicio das deducdes partira das definicdes
dos chamados invariantes, ou premissas basicas das quais desenvolveremos a anélise de
toda esta parte.

Segundo o que podemos afirmar de fato temos 2 importantes premissas que deverao ser
consideradas em nosso estudo:

a) a conservacao e a invariancia da carga elétrica;
b) a propagacao dos efeitos eletromagnéticos na velocidade da luz.

A conceituacdo de carga é baseada no principio de distribuicdo geométrica desta num
espaco delimitado por uma regido qualquer. A essa distribuicdo geométrica chamamos de
principio da homogeneidade da distribuicdo de cargas.

Por esse principio de homogeneidade podemos escrever a seguinte expressao
matematica:
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Q=[[[, pdv (6.001)

Onde:

Q é acarga;
p € a densidade volumétrica de carga;
du € o volume elementar.

A equacéao 6.001 define a distribuicao da carga Q total contida dentro de um volume ficticio
U [letra grega upsilon minusculo]l segundo a grandeza p que representa a densidade
volumétrica de carga, suposta constante por principio.

Da equacéo 6.001 podemos obter a seguinte equacéo:

dQ=pdv (6.002)
Ou ainda:
aQ
=— 6.003
P U ( )

O limite infinitesimal que deveremos tomar poderia ser definido pelo limite das cargas
elementares das minimas particulas, consideradas individuais numa primeira suposi¢ao.
Poderiamos falar em termos elementares da carga de um elétron que vale

e =1,6021 x 10 " coulombs.

Para que iniciemos os estudos, sera aplicado o conceito de carga puntiforme contida num
espaco tridimensional classico, retirado da lei de Coulomb, que define o valor do campo
elétrico exercido por uma carga Q sobre outra carga g, desprezivel em termos da carga Q,
a uma distancia r desta, o que pode ser resumido na seguinte equacgao:

e
47TE, r?

(6.004)
Onde:

&p é a permissividade elétrica no vacuo.

O campo elétrico E faz originar, sobre a carga g, uma forca analoga aquela observada nos
estudos do campo gravitacional da teoria da gravitacdo universal de Newton, na direcéo de
r, podendo ser representada pela seguinte equacao:

- 1 Qq.
F=qE = — r
I 477Es r?

(6.005)
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Na equacao 6.005, observamos a condicdo das massas elétricas Q e g quando fazemos a
comparac¢ao com a teoria da gravitacao universal.

Para a aplicacdo do estudo, focando o principio da relatividade, sera suposta uma
condicao como esta sendo sugerida na figura seguinte.

a6 |Vaq

Va

Z o
Sistema S Sistema S

FIGURA 6.1 — Sistemas de eixos em repouso e movel

A figura 6.1 nos mostra um sistema S, com uma carga Q colocada em sua origem, se
movendo com uma velocidade vg, e outra carga, a de prova, carga q, se movendo com
velocidade vy

Supondo também que exista um sistema S, e que este sistema esteja se movendo com
velocidade v, em relacdo ao sistema S, a carga Q de S parece parada em relagéo ao

sistema S.
: _ : r < -1 -2 -3
As componentes da velocidade v,, no sistema S, serdo dadas por Vg, Vg™, V4 .

A forca que age em q por acdo da carga Q sera dada num tempo t=0 quando Q estiver
localizada na origem do sistema de coordenadas.

Como iremos precisar das chamadas equacdes de Lorentz para a Teoria da Relatividade
vamos repeti-las a seguir.

X=————(x-vt) (6.006)
V2
1_ .
( c)
y=y (6.007)
z=z (6.008)
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(t-—25x) (6.009)

A questao representada pelas equacdes 6.006, 6.007, 6.008, 6.009 séo as relacdes de
transformacao das coordenadas do sistema em repouso XYZ para o sistema moével Xxyz.

Assim, as equacées da transformacgao de Lorentz, se aplicadas ao nosso problema para a
condigao de t=0, ficardo do seguinte modo:

)_(:;x:,é’x (6.010)
(=27

y=y (6.011)

z=z (6.012)

N —mx):—ﬁgx (6.013)

(=52
(-2 ©

Da figura 6.1 podemos escrever que:
(FP=(XP+(YF+(ZF =pxC+y?+ 2

Ou melhor:
_ 1
(TF =B [ +?(y2 +2)]
Sendo é = 1—(V—CQ)2
A equacéo anterior toma a seguinte forma:

(rf :ﬁz{x2+[1—(v—0"fj(y2+z2)}

Em resumo:
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(rP=p 0 F=pt (6.014)

Onde:
E= e [1-(C2PIy+ 2)

Desenvolvendo a relacdo anterior, e tendo em vista que r? = x? +y2 + 22, obtemos ainda
que:

Emxfuyta st (DR (P42 ) =P (2 Py 4 2P

Considerando também a figura 6.1, podemos escrever que y2 +2 = (rsinH)Z.

A equacéao anterior toma entao a seguinte forma:

02 =r? —rz(%)z sin® @

Finalmente:

e r\/ 1- (V—CQ P sir 8 (6.015)

Assim, podemos definir as equacgdes para o0 médulo do campo elétrico e para o médulo da
forca originaria deste campo, no sistema S, segundo as equagdes 6.004 e 6.005.

Logo teremos:

1T Q_ 1 Q.
r

E = —_— = _
4TTE, 7° 4ATTE 78

(6.016)

F=qgE =——H=—"2F (6.017)

Se féssemos colocar a equacao 6.017 em termos vetoriais, considerando o vetor unitario,
teriamos:

Fzqb=_1 Q4,_ 1 Qg 1 Qg

47750? _47750? _47750?

Em termos de modulo, a forca tomaria o seguinte aspecto nos 3 eixos XYZ:
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X_F&J?X (6018)
z 1 Qq-

Iy p—— .01
Y amg, 7P (6.019)
: 1 Qq-

—_— .02
= e 5 (6.020)

Convém observar que, pelo tipo de analise que estamos fazendo, os vetores posicao re r
apresentam componentes nos 3 eixos XYZe XYz, sistemas ortogonais e tridimensionais,

dai a razado da decomposicao da forca F aplicada sobre a carga q na forma de fx, fy, e .

Deste modo, considerando as equagdes 6.010, 6.011, 6.012 das transformacdes de
Lorentz, temos, para as equacdes 6.018, 6.019, 6.020 das componentes das forcas, que:

z 1T Qq
fo=—
X 47750;3B
p 1 Qq
fo=—"1 =4
y 477_80;3}/
f=_1 Qg
2 ame, 3

Considerando a relacdo da equacao 6.014, as 3 equacdes anteriores tomam o seguinte
aspecto:

2 1 Qq 1 Qq

f. = X= X .021

x i, g e g (6.021)

Z 1T Qq 1T Qq

f, = y= y 6.022

Yoamg, g7 41g B33 ( )

< 1T Qq 1T Qq

f,= z= Z 6.023

Z7amE, B3 4TS B2 (6.023)

1 i} : . o
Fazendo K = —— 5 -, as equagbes anteriores 6.021, 6.022, 6.023 ficam resumidas as
47T B s

seguintes equagoes:
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f, =KQgx (6.024)
- _KQ

fy = TQ y (6.025)
r,=K09, (6.026)

B

Para o estudo das equacdes de transformacédo em face da translacdo dos eixos, torna-se
necessaria a introdugéo do conceito de impulso.

Podemos escrever as equacdes relativas as componentes da forca no sistema XYZ da
seguinte forma:

fy = %(B movy) (6.027)
d

fy = (Bmovy ) (6.028)

f, =%(B movz) (6.029)

Lembrando que nas equagdes 6.027, 6.028, 6.029, o parametro my se refere a massa em
repouso do corpo que esta sob a acado da forca.

Na forma matricial, podemos também escrever:

f :%(ﬁmgv,- ) i=1,23 (6.030)

Como bem o sabemos, dos calculos da Teoria da Relatividade aplicada a mecénica
classica, a equacao 6.030 nada mais € do que a aplicacdo do conceito de variacdo da
quantidade de movimento, que também se liga ao conceito de impulso. Assim, podemos
fazer a associacdo da forca com a variacdo da quantidade de movimento e, por
conseguinte, fazer a associacao da forca com o impulso /.

Entdo podemos assim escrever que:
I,' :ﬁmovi | = 1,2,3 (6031)

E, generalizando a partir da equacao 6.030, podemos também escrever que:

d, .
fi=—{(l;) i=123 032
=g (6.032)
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Do estudo da Teoria da Relatividade aplicada a mecéanica classica, sabemos que a soma
das energias desenvolvidas nos 3 eixos XYZ representa a energia W total gasta no sistema
e que a poténcia a ela associada pode ser expressa pela equacao seguinte:

d
P=Cly=C_(AmyC)

A partir da equacao 6.031, a equacgao anterior podera nos conduzir ao seguinte raciocinio:

d d
P=C—(BmyC)=C—1
gt (P =C il
De onde podemos extrair que:
P _ (4 [] _
j 0 Pdt_cj o 94 W=cl, (6.033)

E, se formos considerar a velocidade da luz C, bem como a energia total envolvida W no
deslocamento, também poderemos escrever:

l4 :,BmOC=

C2
Ay :% (6.034)

C

Assim como foi possivel denominar o quadrivetor velocidade u;, i =1,2,3,4, nas dedugdes
relativas a Teoria da Relatividade aplicada a mecanica classica, segundo referéncias 3 e
11, o quadrivetor impulso /;, i =1,2,3,4 podera também ser definido sempre a partir da
transformacao mostrada nas equacées 6.010, 6.011, 6.012, 6.013.

O raciocinio a ser seguindo € o seguinte.

Dos capitulos anteriores, é possivel obter a seguinte relacdo de transformacéao a partir das

equacbes 5.056 entre os sistemas de eixos XYZ e XYz, quando consideramos a
transformacao para as velocidades.

2 2
v, ] ’BT 0 0 —’BTV v, |
~ B B
Vy _ 0 170 0 Vy
v, g 1 02 v, (6.035)
1 [2B2Y v o B |1
- L Bc? g 1
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Para a obtencao da relacdo de transformacéo entre os sistemas, considerando agora a
grandeza impulso, vamos fazer algumas manipulacées na equacao matricial precedente

conforme serd indicado.

Passando os parametros S da equacao 6.035 para os seus lados correspondentes vem.

BV, B 0
Bv, 0 1
B, | 9, g
B 7

S = O© O

=N OO

By,
Bvy
ﬁVZ

B

Multiplicando membro a membro da equacao anterior por my vem.

mO:E Vx /8 0
mol[_?_y B 0 1
mo__VZ OV g
- meB | | T2

0
0
1
0

a 'BV_ _mOIBVX
0 myBv,
0 mO:B Vz
B my 8

Mexendo apenas na ultima linha, vamos colocar a velocidade C nos ultimos elementos de

cada vetor coluna.

meBV] | B0
mBVy| | 0 1
mBv,| | 0 0
 mpBC ‘,Bé 0

S - © O

=
Ol<

N O O

myBv,

mO:B V,

mOIB Vx_

myBC

Assim, a equacao matricial precedente pode passar a representar as grandezas impulso
em cada um dos eixos, considerando inclusive o eixo do tempo Ct.

B8 0o
LI | o 10
Is0 ] 0 0 1
Iy [-Br 0 0

=N © O
®

Na equacéao 6.036, somente para lembrar, temos:

(6.036)

78



1 %
p=r——s— ©  y=_
1-v?2 ¢
c?
Considerando a equacao 6.034, o desmembramento da primeira equagao matricial 6.036
anterior permitir4 obtermos a seguinte equagéo:

Iy =Bl —v%)=B(/1 —vC—V‘;)

Considerando a quarta equacao 6.036, obteremos a seguinte equacgao:

O

=B(—v/1+%) 0 W =B(-CLh+W)D W=B(~vi+W)

Assim, teremos:

p =B(/1—V¥) (6.037)
I, =1, (6.038)
73 = I3 (6039)
W=pW-vl,) (6.040)
Onde
1-Vv o2

A partir dessa equacao 6.032, aqui repetida, podemos aplicar as transformacgdes de

coordenadas através da relagao de transformacéao entre os sistemas de eixos XYZe Xyz,
e obtemos a seguinte expressao da forc¢a:

d a,,—1; -1d 5. .
f=—()=—(A '.)=A "—(I.) i=1,2,3 6.041
j dt(,) dt( i) dt(,) I ( )

- d s
f,-=ﬁ(/,-) =123 (6.042)

Dividindo a equacgao 6.041 por 6.042, temos a seguinte relagao:
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= dl_j=123 (6.043)

Da equacéao 6.043 podemos obter as seguintes relagdes entre as forcas atuantes:

at —1; .
F=—A 'f i=1,2,3 6.044
=g ( )
- at .
f=—Af =123 6.045
i =g A ( )

Agora precisamos encontrar a relacdo entre as diferenciais do tempo, 0 que podera ser
obtido a partir da equacgao 6.009 que sera derivada no dominio do tempo at.

Assim teremos:

- "4
t:ﬁ(t_?)()
dt v dx v
—= 1-—— )= 1-—
=P S)=B(1- 5,
_ 1 .
= Af,- =123 (6.046)
B(1-

v
2"

A partir da equacgao 6.046, vamos obter cada uma das 3 componentes da forca total
aplicada sobre a carga elétrica.

Deste modo teremos:

= ari=123

ﬂ(7-CV2vX)
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i B0 0 -p[H
fo|_ 1 0 10 0||f
f3 ,8(7—LV) 0 0 1 0 f3 (6-047)
_f4_ ccXl-proo B A
Assim teremos a seguinte:
< 1
fi=—————(Bf,=Byty) (6.048)
Bl1= V)

Convém lembrar que, na deducado da expressao das forcas que agem sobre uma particula
na Teoria da Relatividade aplicada a mecanica classica, a soma dos produtos das
componentes das forgcas nos eixos XYZ por suas respectivas velocidades nada mais € que
o produto da componente da for¢a no quarto eixo pela velocidade da luz C.

De modo matematico, isso quer dizer que:

1
fot :E(fXVX+fy vy+fzvz) (6.049)
1 13
f4:E(fXVX+nyy+fZVZ):EI‘§1fiVI' (6050)

Com isso, a expressao da forca da equacao 6.048 tomara a seguinte forma a partir da
equacao 6.050.

"4
_ 2 3
f, = 7V f, - CV Sfv; (6.051)
- _ =1
1 ?Vx 1 ?Vxl

E para as demais componentes, a partir da equacao 6.047, temos:

F 1

f2 :—V f2 (6052)
Bl1= vy

< 1

f3 :—V f3 (6.053)
A= v

As equacbes 6.051, 6.052, 6.053 mostram a relacado de transformacao entre a acdo das
forcas nos sistemas de eixos XYZe Xyz . Elas se transformam entdo em:
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_ ~2 3
=t - C Sty (6.054)
— 7
1 ?Vx 1- ?VX’

E para as demais componentes, a partir da equacao 3.047, temos:

. 1
f =, (6.055)

ﬁ(1—CV2VX)
'z:+ f (6.056)
/3(7‘?%()

Nas expressoes 6.054, 6.055, 6.056, vamos isolar as variaveis fy, fy, fz. Assim temos:

fo=(1- c v, )F + szv (6.057)
f, = ,3(1 vk, (6.058)
f,=B(1-—5v, )i, (6.059)

Considerando 0 nosso caso presente em que temos uma carga em movimento segundo a
figura 3.1 vem:

Vx = V1= Vgt (6.060)
Vy= V2= Vg2 (6.061)
Vz=V3= Vg3 (6.062)

V=vQ (6.063)

3 . ,
Agora, como E fivi=fivy+fovo+iavg = vaX+fy Vy+fz‘/z , a equacao 6.054 tomara a

seguinte forma:
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z _ 1 ? 1_? X szy 02 V4
= he—C (vt v )= C S O Gy
1 ?VX 1 ? X 1_?‘/)( 1_? X 1_?‘/)(
Ay Ay
fof-_CY ; _C2° 6.064
f,=f, v fy T f, (6.064)
CZ X CZ X

Em termos de vq e de vg71,2 3 ,considerando as equagdes 6.057, 6.058, 6.059, vem:

3
f=(1- c v, )f + Zi;f,v, (6.065)
=B(1--2 v, )f, (6.066)
f,=B(1--2v )i, (6.067)

Particularmente, considerando a equacao 6.064, temos que:

VQV VQV
;o ccy c? ?
R (6.068)
1-Ya 1-Ya
2 X CZ X

Calculando os valores das variaveis fy e f; nas equagdes 6.066 e 6.067, utilizando dos
valores calculados nas equacodes 6.025 e 6.026, temos:

1Yo 6.069
=B( 02 x) [), ( )
f = ﬁ(1—§vx )K?qu (6.070)

Levando as expressdes de fy e f, das equagdes 6.069 e 6.070, além da expressao da

equacao 3.024 de 7_‘X, na equacgao 6.068, e ja isolando a variavel fy, vem:
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=V =V

_ y Vo ~KQq c? Z Va ., \KQq

f, = KQ x+—C~ 7 pr-2Q, + 1-—=v,)—Z

L 7y BlI= 3V~ 5 Y % pI= 5=
02 X 02 X

Promovendo as devidas simplificacdes:

fy =KQqx+ };Oq vyy+ };quav z

Usando de um artificio, vamos generalizar a expressao anterior:

KQq KQq KQq KOq
= KQQX———5 VOVxX+—5 VOVxX+—5 VQVy Y +—5 VOQVz Z =
02 QT g2 AT 2 YT 2 T

= KQqgx (1—

CZ )+ CZ VQ(VXX+Vyy+VZZ)

Promovendo um novo rearranjo na equagao anterior, vem:

f, =KQq(1- 02 )X+KC(Z,qVQ(vXX+vyy+sz) (6.071)

E completando com os demais componentes da forca, via equacgdes 6.069 e 6.070 ja
devidamente simplificadas, vem:

VV
f, =KQ 1—0
q( o2

)y (6.072)

VoV
f,=KQq (1- gzx)z (6.073)

Vamos agora promover a generalizacdo do processo de movimento da carga Q. A idéia é
nao so6 considerar o movimento da carga apenas no eixo x, mas no espaco XYZ
Neste caso, iremos considerar que a velocidade vq, da carga Q, e a velocidade vg., da

carga g de prova, possam ser descompostas segundo cada um dos eixos espaciais XYZ,
conforme o seguinte raciocinio:

T _
Va _[VQX Vay VQz] (6.074)
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vqT: [vy vy V;] (6.075)

A generalizagdo da equacgao 6.071, considerando as equacées 6.074 e 6.075, além das
operagdes matriciais envolvidas, nos conduz a seguinte equagao:

F =KQq[1- (V‘ZZV a’ Jr+ KCC;q(vo)(vq- r)

Ou melhor:
F:Kqu—KC—C;q[(VQ- Vg )r=va(vg-r)l (6.076)

Onde r=[x y Zz] é o vetor posicédo da carga q.

Convém lembrar que, na equagdo 6.076, o produto vq-v, ou V,-r, trata-se da
representacao bilinear do produto escalar de vetores, segundo a referéncia 3.

Observacao:

Poderiamos escrever o seguinte, com respeito ao produto escalar de 2 vetores a e b
quaisquer:

a=[a]' =[a a, as]

e

b=[b]" =[b; by bs]

A operacgao produto escalar pode ser assim representada e calculada:

by
a-b=|a||b| cos(ab)=[a]"[b]=[a, a, a3]|b,
bs

Na equacao anterior, os simbolos H aH H bH significam os valores de modulo dos vetores a e
b.

Observacao:

Sabemos da teoria do calculo vetorial, referéncia 4, que dados 3 vetores a, b, ¢ vale a
seguinte expressao cujas operagdes sao de produto vetorial e produto escalar:
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ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

A seguinte expressao nos permitiria escrever o seguinte também ja sabendo que o produto
escalar € uma operagéo comutativa, ou seja, Vg - vy = V4 Vq:!

Vg X(VXxr)=(Vg-r)Vq—(Vq-Va)r

Com esta propriedade anterior, a equacao 6.076 tomara a forma final e geral apds a
realizacdo de adequacoées.

KQ
F= Kqu—C—2‘7[(vQ. Vg )r ~Vo(Vg-r)]=

= KQar+* 37 [val vy~ 1)~ (va- Vo r] = KQar+* 7[(v+ T hg=(va- V1=

KQ
- Kqu+C—2q [(Vg-r Vg = (Vg-vo)r]

Ou seja:

Fe KQqH_KCC;qVq XV Xr (6.077)

Agora vamos separar adequadamente as parcelas da equacédo 6.077 segundo os efeitos
gue surgiram sobre a carga q de prova em fung¢ado da acao da carga Q.

Podemos escrever a equacédo 6.077 da seguinte forma entéo:

/:‘:qK’F+q|7qx(§xK'7’) (6.078)

Onde K'=KQ.

A equacdo 6.078 é a equacgao vetorial correspondente a lei do movimento associado a
acao de uma carga Q fixa na referéncia, de um determinado sistema de eixos, sobre outra
carga g denominada carga de prova a qual, em funcédo da primeira, passou a sofrer os
efeitos de 2 forcas que, embora de mesma natureza, se mostraram particularmente
distintos entre si.

A primeira parcela da equacdo 6.078 se refere ao efeito elétrico que sempre vem
associado a presenca de um campo elétrico enquanto que a segunda parcela tem a ver
com o efeito magnético associado a presenga de um campo magnético.

Como ambos os efeitos sdo de mesma origem, o efeito total resultado da composicao dos
2 efeitos mencionados ficou conhecido como efeito eletromagnético.

Deste modo, a forca total que agiu sobre a carga de prova nada mais € que a composicao
das forgas elétrica e magnética sendo conhecida na fisica como forga eletromagnética.

Resumindo:
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E=F + (6.079)
Onde

lE : forca total agindo sobre a carga de prova
Fg: forga de origem elétrica

F,: forga de origem magnética

Analisando separadamente cada uma das parcelas da forga total que age sobre a carga de
prova, temos para a forca elétrica que:

F,=qKT=qKQr (6.080)

Trazendo na equacédo 6.080 a expressdo de K usada nas equacgbes 6.021, 6.022,6.023,
vem:

E 1

=g——5—Qr (6.081)
e 4”€oﬁ2€3

Trazendo na equacado 6.081 as expressdes de [ e de ¢, usadas nas equacdes 6.014 e
6.015, respectivamente, vem:

Va p

. 1-(-%)
F, = 4;’? —C L7 (6.082)
E0p1-(2 Psint 72

A equacao 6.082 sintetiza o efeito da forca de origem elétrica que age sobre a carga de

prova g, num sistema de eixos XYz em movimento com uma velocidade vg, em fungao da
acao da carga Q, fixa na origem de um sistema de eixos XYZ, em movimento com uma

velocidade vQ.

Lembramos que a forca elétrica, deduzida na equacao 6.082, trata-se da forca elétrica vista
pela éptica da Teoria da Relatividade.

Analisando separadamente a parcela relativa a forca magnética, vem que:

~ _ Y, . Y -

F =qvqx(c—§xK'r)=qvqx(C—§xKQr) (6.083)
Trazendo na equacéo 6.083 a expressao de K usada nas equagdes 6.021, 6.022, 6.023,
vem:
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Vo, Q -(2F
= - Vo C -
F_=qv,x(—x —Qr) (6-084)
m q 3

C* 471 [1—(Vg Psifa]32 "

Do mesmo modo que no caso anterior, a equacao 6.084 sintetiza o efeito da forca de
origem magnética que age sobre a carga de prova g, num sistema de eixos XYzem

movimento com uma velocidade vq, em fungdo da agao da carga Q, fixa na origem de um

sistema de eixos XYZ, em movimento com uma velocidade vQ.

Lembramos que a forca magnética, deduzida na equacdo 6.084, trata-se da forca
magnética vista pela 6ptica da Teoria da Relatividade.

Agora, para a forga elétrica, o termo K'r na equacao 6.078 representa o efeito de acao do
campo elétrico provocado pela carga Q. Esse efeito € conhecido como campo elétrico e

representado pelo simbolo E para o vetor campo elétrico.

V, -
Agora, para a forga magnética, o termo (?QXK'r) na equagao 6.078 representa o efeito de

acao do campo magnético provocado pela movimentacdo da carga Q, com velocidade

geral vq. Esse efeito é conhecido como indugdo magnética e representado pelo simbolo B
para o vetor indugdo magnética.

No geral, podemos dizer que:
F=qE+qv,xB (6.085)

A forca geral representada na equacao 6.085 é conhecida como forca eletromagnética de
Lorentz.

Na equacéao 6.085, considerar para a expressao do campo elétrico:

Va
, -(2F  a

E-
3
471Es [1—("(‘;3)Zsir:20]3/2 r

r (6.086)

E para a expressao do campo magnético:

Va
a -1 p
B= ! C 97 (6.087)

Ya
C* 41tE [1—("3 Psif )32 "
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Observacao:
Para ambos os casos anteriormente expostos, se considerarmos a teoria classica do

. e ) ~
eletromagnetismo, onde a relagao ? — 0 é observada, as expressbes para 0 campo

elétrico, bem como para o campo magnético, se reduzem as seguintes expressoes, ja
conhecidas:

E=_ 1 Q; (6.088)
47TE, r3
E para a expressao do campo magnético:
A VQ 1 Q — — 1 Q — — ﬂo Q -
B=—x — I =VaX —r=voxt=L—r
C? 4m& r® " 4me, 2 r3 " 4,3
Com:
- Q. .
B=to Ly 7 6.089

Na equacdo 6.087, o parametro [, é conhecido como permeabilidade magnética no

vacuo, correspondendo a relagédo f/, =

! ~ € valendo /,10:47710_7 em unidades do
o

sistema MKS. Essa relagdo anterior para a permeabilidade magnética no vacuo é obtida a

partir da aplicacao da teoria de ondas sobre as equacdes de Maxwell relativas as ondas

eletromagnéticas.

As equacdes 6.087 e 6.089 representam a conhecida lei de Biot-Savart sendo a primeira
com foco no estudo da Teoria da Relatividade especial e a segunda aplicada ao estudo do
movimento relativo classico de Newton-Galileu.

6.4. Equacoes de Maxwell

As equacbes de Maxwell apresentam a comodidade de simplificacdo sendo elas
sintetizadas a partir da aplicacédo da teoria do calculo vetorial.

Essas equacdes sao basicas na elaboracao da teoria classica do eletromagnetismo e, com
a generalizacédo, acabaram se tornando as leis fundamentais na fisica.

Sao quatro as chamadas equacdes de Maxwell e sdo apresentadas tanto na forma integral
qguanto na forma diferencial, ver referéncia 9.

Convém lembrar que nao foi Maxwell que, primeiramente, deduziu essas quatro equacoes,
alias, a grande contribuicdo desse fisico britanico foi formular a condicdo especial da
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existéncia de campos nao estaticos, um conceito que foi aplicado a quarta equacao,
também conhecida como equacao da lei de Ampeére. Isso quer dizer que todas as quatro
equacles ja existiam em seu tempo tendo sido por ele, Maxwell, readaptadas.

A primeira equacao de Maxwell € conhecida como lei de Gauss para o campo elétrico, a
segunda como lei de Gauss para 0 campo magnético, a terceira como lei de Faraday-
Henry para o campo elétrico e a quarta como lei de Ampere-Maxwell para o campo
magnético. A seguir, faremos apenas uma troca na ordem padrao conhecida da seqiéncia
entre a segunda e a terceira equacdes sem perda de conteudo.

6.4.1. Primeira Equagdo de Maxwell ou Primeira Lei de Gauss para a Eletricidade

Teoricamente, através do teorema de Green no espaco, é possivel provar a lei de Gauss
que pode ser representada pela seguinte equacao vetorial:

[| A-Ads=[[[ O-Adv (6.090)
Onde A é uma funcao vetorial continua e derivavel dentro do espaco definido pelo volume
0~ 0 -~ .
Ve U=—x+—y+—K ¢ o simbolo da funcao divergente conforme apresentado na teoria
ox dy 0z

do célculo vetorial, ver referéncias 4 e 5-
Se quisermos fazer a analogia com a teoria cldssica do eletromagnetismo, podemos
buscar a solucédo para a parcela ”SE- nds, considerando uma carga puntiforme atuando

através de uma superficie esférica de raio r, estando esta carga localizada no centro desta
esfera, como mostrado na figura 4.1.

Na expressao HSE -nds, E representa o vetor campo elétrico criado pela carga e fids

um vetor normal a superficie de tangéncia da esfera ficticia com a ponta do raio vetor r.

O fluxo do campo elétrico E através desta superficie S serd determinado e calculado a
partir da expressdao em coordenadas polares, por ser mais pratico.

Como vimos, o elemento de area em negrito, na figura 6.2, trata-se de uma area elementar
aplicada ao nosso problema.

/rde
1T

27Crsing

FIGURA 6.2 — Sistema com uma carga Q no centro
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Como vimos, o elemento de area em negrito, na figura 6.2, trata-se de uma area que pode
ser dada pela seguinte relagao, em funcao de dados coletados a partir da prépria figura.

ds=2mr? sinfd6 (6.091)

Vamos aplicar a equacdo do campo E da equacado 6.086 promovendo algumas
simplificagdes. Assim temos:

Va
1 1_(6)2 g

E-
3
e [1-(¥0 Psir? 072

F (6.092)

Lembrando que r :H FH r.

Assim, pela aplicagao direta da equacao vetorial referente ao teorema de Green no
espaco, equacao 6.090, vem:

I, - as=][|E| - s {] Eas =0

Evidentemente que a substituicdo, na equacao anterior do teorema de Green, das

—

expressdes de E da equagdo 6.092 e de ds da equacgéo 6.091 permitira a obtengéo da
expressao para o fluxo magnético @.

Assim teremos:

4
1-(-2F

! 22 2mr? sin@ ] d6

=0y e
0 [1_(70)23”72 632"

Notar que os limites da integragéo para a variavel 8 é [0, 77 visto que, pela figura 6.2, o
fluxo magnético positivo se da através de uma das metades da superficie externa da
esfera, e ndo através das duas metades como poderia ser aventado de maneira errada.

Logo:
-2 o ino 1-2 T ino
_ C Sin R Sin
=——Q dg= Q (o]
7=, [[1-(?)2sinza]3/2] 2¢, %o fi=sin7ap?!

Para resolver a integral da equacéao anterior, vamos langcar mao do seguinte artificio.
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Fazendo a= yCOSg O da= _ySlnH dé 0O sin@ dé@= _d—;r podemos reescrever a

~ . V,
equacdo de @, lembrando apenas que anteriormente escolhemos fazer y=60 :

j= da _
250 IO W(1- y23m )2 250 JO yI1-y2(1-cos?8)]9?
y2 1 I da ~( Ve - 1Q I da

2&; 0 [1-y2(1-cos®6)]%? 2£o O - 2r1-(7 )2]}3/2

y2 1)Qf da y2 1 f
250 y2 -a? 3/2 250 0 (1- y2+a'2)3/2
[1-V (5 2 )]

Assim, resumindo, temos:

y2 1 da
6.093
P=( 25, Io (1+a? -2 )72 ( )
Da equacéo 6.093, a partir de uma de suas parcelas, temos o seguinte:
i[ a /= (1+a® =) P -12(1+a° - 2 ) 1?2d° _
da” (1+a® - )2 (1+a% - )
-y
(1?7
Com:
da
d[ 2 y2)7/2](1 yg -2 (6.094)

Levando a expressao da equacao 6.094 na equacao 6.093 obtemos o seguinte:

V¥ -1.Q Q 7 a
250) .[o e y2)1/2]( y2 2y£0 .[O d[(1+a'2—y2)1/2]

P=(F

Voltando & variavel original @ =yC0S8 na equagao anterior vem:
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Q J-ﬂ d ycosé __Q J-ﬂ d ycosé _
2V 0 (142 coL0-2 )12 2VE O T [1-\2(1-cosL 0)]!2
. Q T ycosé . Q ycos@ 7T
o JO af - 12]__ [ . 2 01270
v€™® T [1-\fsife]’? V& [1-\Fsife]!

p=-

Ou seja:

Q ycosé 7__Q cos7l _ cos0 j=
(1= s )% (1=~ sirf 0)1%

Q
0 g==
(050

28 (1- )2 sirf 8)1? 07 2¢
. Q i B }zg
2& (1-)20)"? (1-)P0)1?" &

(=)

-

Deste modo, voltando & equagdo 6.090 do nosso problema onde o vetor A genérico foi
tomado de modo particular como sendo o vetor E campo elétrico, temos:

jjsé.ﬁds:jjjv(m.é)duzgg (6.095)

A equacédo 6.095, anterior, nos apresenta a primeira equacao de Maxwell principalmente
na sua forma integral, associando o efeito do campo elétrico gerado em funcdo de uma
carga elétrica presente num espaco determinado.

Caso queiramos obter a forma diferencial da primeira equacdo de Maxwell, podemos
utilizar da equacao 4.006, do mesmo modo, porém trabalhando com a idéia de uma

distribuicdo homogénea de carga p em um volume U previamente definido.

Assim, vem que:

i D-Eduzg:”fvé dv (6.096)

Da equacgéo 6.096 podemos finalmente obter a forma diferencial da primeira equacao de
Maxwell:

0.E=P (6.097)
£o

Com as equacbes 6.095 e 6.097 fica enunciada a lei de Gauss para o eletromagnetismo
que afirma que o fluxo magnético de intensidade de campo ao longo de uma superficie
fechada é igual ao produto do inverso da permeabilidade magnética no vacuo pela carga
contida no volume que esta superficie encerra.
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6.4.2. Segunda (Terceira) Equacdo de Maxwell ou Lei de Lenz

A segunda equacao de Maxwell pode ser comprovada a partir das equacgdes ja conhecidas
conforme as leis basicas aplicaveis.

Sabemos, da equacéo 6.085, que a forca magnética é dada por:

F.=qv,xB (6.098)

B=C—gxé (6.099)
Deste modo:
- \70 -
Fm_qvqx?xE (6.100)

Além disso, para o vetor campo elétrico, também sabemos, da equacao 6.088, que:

E=k=e (6.101)

\r\:| Q

e EzHE‘ é

Onde k= !
4

&Eo

Logo, a partir dessas relacdes, podemos escrever a seguinte expressdo para a forca
magnética:
= _ Vo . Q.
F_=qV,x—2xk—é (6.102)
m T2 2

Vamos agora imaginar um sistema constituido de 2 fios paralelos, separados por uma

distancia r, ambos percorridos por 2 correntes, distintas, ig € iQ, ao longo dos trechos

distintos de percurso /g e Iq, conforme esta sendo mostrado na figura 4.2.

A finalidade dessa implementacéao é representar o efeito de atragéo ou de repulsédo entre 2
condutores, percorridos por diferentes correntes, visando a obtengdo do incremento de
forca desenvolvido no processo..
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4

dgll ey dF [ldig

iq] lig
FIGURA 6.3 — Sistema com uma carga Q no centro

As 2 velocidades envolvidas nesse processo podem ser assim equacionadas em funcao
dos dados apresentados:

v _dlg (*) (6.103)
97 at '
E também:
__dly
=—f *) (6.104
Vo= ") ( )

(*) Observar nas equacgdes 6.103 e 6.104 que o simbolo adotado para a distancia
percorrida € |, ou seja, letra ele mindscula ndo devendo ser, portanto, confundido com a
grandeza impulso que é representada pela letra |, ou seja, letra i maiuscula.

Deste modo, a equacao 6.102 podera ser rescrita da seguinte forma:

Tomado os termos diferenciais das duas cargas da equacao anterior e os distribuindo
adequadamente, teremos:

da
t

k

- dqg ; "

dl,x
dt Q

Retornando com a expressao de k e tomando as correntes circulantes pelos fios vem:

d

m!

3
|

2

X
S

<
Q

)

D

(6.105)

Vamos isolar na equacao 6.105 aquilo que é vetor do que nao é vetor:
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dF =— 1 i 2(d/ xdigxé, )—'“0 ivia Z(dl xdigxé,) (6.1086)

m~ 411e,C2 'y

Como sabemos da teoria do eletromagnetismo, a seguinte relacdo também é valida, desde
que na equacao 6.098 tomemos as variagdes diferenca, das variaveis envolvidas, tal que
tenhamos para as condi¢cées de contorno os seguintes valores:

Foqu:\;O:BO:O
dE. =i dl, xdB (6.107)

m '9=4q

Assim, igualando as equacdes 6.106 e 6.107, teremos que:

Ho i
q! dI xd|| ><e =y dI xdB
Culminando com a seguinte equacao simplificada:
_ M T M. 1,7 4
=20 2(dIQ é) 0 B= /Q§lor2(d/oxe,) (6.108)

Como exemplo a ser utilizado mais a frente, vamos calcular o valor do vetor indugéo
magnética B, num ponto P, a uma distadncia m, de um fio de comprimento /, percorrido por
uma corrente i, segundo a figura 6.4 seguinte.

Aplicando a equacéao 6.108 ao problema da figura 6.4 vem:

»:& .( dlsing -
/§/78

(6.109)

0
dl! 7

r

FIGURA 6.4 — Sistema com um fio conduzindo uma corrente elétrica
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De modo a calcular o valor da integral de circulagdo, da equacdo 6.109, vamos
primeiramente efetuar uma mudanga de variavel.

Da figura temos que:

sin@=cos 3 (6.110)

i:tgﬁ O I=mtgpB
m

al _,d98) dl=msed B dB (6.111)

dpg aB

m 2 _ n 112
cosf o cos? B (6.112)

rcosf=m 0O r=

Levando as equacbes 6.110, 6.111, 6.112 na equacao 6.109, vem:

- M, . fmsec?BdB . -
B= 47TI§/—mZ cosB B

00526

Promovendo as devidas simplificacbes na equacdo anterior, obtemos entdo, para a
expressao do vetor indugcdo magnética B, a seguinte expressao:

_
B—mlﬁcosﬁ dg (6.113)

Considerando que vamos efetuar a circulagdo da integral desde —00 até +00, podemos
entdo fazer uma analogia com uma circunferéncia e imaginar esse caminho sendo
percorrido pela corrente o que nos permitira escrever o seguinte para os limites da integral
da equacédo 6.113:

B:ﬁirn/zcosﬁ ap=

ol roinnrm2__ Mol
47Tm J-m/2 47Tm[SInBK

M2 ortm
Finalmente teremos:

B:Z'L;_;i (6.114)
m
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Da teoria do calculo vetorial, sabemos que a integral de linha de um campo vetorial ao
longo de uma linha no espacgo nos da a fungao potencial entre os pontos.

Aplicando esse conceito dentro do eletromagnetismo, poderemos obter a fungédo potencial
V em fungé@o do campo elétrico E e do deslocamento dl envolvido aqui e, considerando a
integral de linha do campo elétrico, temos:

v:§/E.d/ (6.115)

A equacao 6.115 representa a circulacdo da fungdo campo elétrico E num contorno
fechado 1.

A lei de Lenz afirma o seguinte:

V:-a—f (6.116)

(*) Podemos explicar o sinal negativo na equacéo 6.116, referente a lei de Lenz, como
sendo associado ao principio da conservacdao de energia em funcdo da circulagdo de
corrente que da origem a forca eletromotriz V com a conseqlente redugado das linhas de
forca de natureza magnética.

Onde @eé o fluxo associado ao vetor indugdo magnética B através da area s podendo
também ser descrito pela seguinte expressao:

qozﬁ;é.dé (6.117)
Com:

. __2 -
V= atﬁsa.dé (6.118)
Igualando as equacdes 6.115 e 6.118 obtemos o seguinte:
- ﬁ__g -
§IE. di = atﬁB-dé (6.119)

O teorema de Stokes afirma que a integral de linha de um vetor qualquer A ao longo de
uma linha fechada /, dentro de uma superficie s definida, é dada pela seguinte relagédo
vetorial, ver referéncia 4:

Ef/l\-dfzﬁ(ﬂx]\)-dé (6.120)

98



Com isso, a equacgao 6.119 podera ser reescrita da seguinte forma:

{E dT:ﬁ;(DxE')-déz—%ﬁB-dé

Finalmente, obtemos a segunda equacdo de Maxwell generalizada na condicdo de
variacao do campo magnético no espaco, a partir da equacao anterior.

—

9B (6.121)

ot

OxE

6.4.3. Terceira (Segunda) Equacdo de Maxwell ou Segunda Lei de Gauss para o
Magnetismo

A terceira equacao de Maxwell pode ser comprovada a partir das equacgdes ja conhecidas.

A equacao 6.121, anterior, pela referéncia 9, pode ser interpretada como sendo a forma
diferencial da lei de Faraday-Lenz-Newman.

Por outro lado, a equacdao 6.114 nos fornece os dados necessarios para a
complementacao e determinacao da seguinte integral:

be b tyl | -
Brdl = ja (o) (6.122)

Como vamos adotar um percurso fechado entre os limites a e b da integral definida, na
forma de uma circunferéncia, entédo / = 27rm, pois o ponto P estara equidistante da carga Q
de um raio m.

Deste modo, a equacéao 6.122 podera se reescrita da seguinte forma:

bz - /.101T b - /.101T b - /.101T =
Bedl =(—— )¢ |_dl = (—)|_dl = (——)2mrm=ppi
-[3 (2ﬂm) -[3 (27Tm)-|.a (27'rm) Ho
Finalmente, considerando o percurso da circulacdo /, a equacao anterior toma a seguinte
forma:
§IB- ol =i (6.123)

A equacao 6.123 sera utilizada mais a frente quando da deducgédo da quarta equacao de
Maxwell.
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Da equacao 6.108, temos a seguinte expressdao para o vetor inducdo magnética, ja
considerando in=/ e dlg=dl:

B Lo
oL f i

O divergente de B sera dado pela seguinte expressao, a partir da expressao anterior:
e B=01e [£o ff L (dixé )= ﬂo ff D-—(dl x6.)]=
4T )1 r2 /
(6.124)

__Hoifn 1
= 477’§/D > 5(6,xdl)]

Considerando a expressado vetorial ae(bxc)=ce(axb)=be(cxa), referéncia 4,
podemos escrever para a equacgao 6.124 que:

Bt if 0ot s waiyi=—to if 9L v
e B= 4;7’§/D 26 xdl)] 4ﬂl§/r2 (Ox8,)] (6.125)

Considerando também que:

X y z
- 0~ 0~ 0~ - - ~ |0 d 0
Oxe, =(—x+—y+—2z)x(ex+e yv+ez)=| — — —|=
’(ax ayy az)(x yY 2 ox dy o0z
e € €
. de, Oe de, de de
=X E L)y 2 z( y X)=0
dy 0z 0z oy
A equacao 6.125, anterior, fica perfeitamente determinada:
0eB=0 (6.126)

Finalmente, obtivemos a terceira equagdo de Maxwell mostrando que a divergéncia do
vetor indugdo magnética, dentro de um espaco fechado, serd sempre nula.

6.4.4. Quarta Equagdo de Maxwell ou Lei de Ampere

O rotacional de B sera dado pela seguinte expressao, a partir da expressao anteriormente
desenvolvida para o vetor indugdo magnética na equagéo 6.127, ja considerando v = vq:
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Ox B:DX(§><E) (6.127)

Ja comentamos anteriormente que da teoria do calculo vetorial, referéncia 4, que dados 3
vetores a, b, ¢ vale a seguinte expressao cujas operacdes sdo de produto vetorial e
produto escalar:

ax(bxc)=(a.c)b—(a-b)c

Por isso poderemos reescrever a relagdo uma parte da equacao 6.127 da seguinte
maneira:

Ox(vxE)=(0e E)v—(0e V)E (6.128)

E pela propriedade comutativa do produto escalar de vetores, também podemos escrever
que:

Ox(vxE)=(0e E)-(veD)E (6.129)

Com a disposicdo dada para a equacao 6.129, agora fica mais facil encontrar as
expressodes para as 2 parcelas do segundo membro dessa relagcao vetorial.

Por exemplo, a primeira equacao de Maxwell, equacao 4.008, nos da a expressao para a
primeira parcela do segundo membro da equacao 6.129.

Deste modo, a equacédo 6.129 podera ser reescrita do seguinte modo:

DX(VXE):Vgﬁ—(\?-D)E (6.130)

0

Ja a segunda parcela dessa mesma equacao tera de ser desenvolvida a parte. Sendo
vejamos:

(emE=fie (L 5+9 5+ 9 5 (6.131)
ox oy~ o0z

Mas, sendo v =v, X + vyy +Vv,Z vem que:

- - - - A, 002 0~ 0~
(Ve D)E—[(vxx+vyy+vzz) (—x+a/y+—z)]E—

P oF aE oF
=[(v —+v —+v E=(v,%E+v —)=
=[(vy Xox W ay z )] (Xax yay z )

OxdE dydE dzdE,_1 9E . OE . OE _ OF_OFE-
= (TS B0~ (ke dy+ T dz)="" ="
dtox dtody dtoz ot ox oy 0z ot ot
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Ou segja:

(Ve )E=" (6.132)

Assim, a equacgao 6.130 tomara o seguinte aspecto:

o= _-p 0E.
Ox(vxE)=vX—-—¢ 6.133
(vxE) £ ot ( )

A equacdo 6.133, considerando o calculo matematico puro, ndo leva em conta que o
campo elétrico E é produzido pela prépria carga contida no volume v, carga distribuida
segundo a densidade p-. Deste modo, considerando esta observacao a expressao correta
€ seguinte:

_ o= _.p O0E.
Ox(vxE)=v-—+—¢ 6.134
(VvXE) PRET ( )

0

Essa correcdo introduzida na equacado 6.134, apenas nos mostra a possibilidade de
considerarmos a presenca de campos alternativos, ao invés de unicamente admitirmos
campos estacionarios. E lembramos também que isso vem de encontro ao que se segue
proposto pela lei de Ampere-Maxwell quando é admitida a perda da carga inicial em funcao
da movimentagao desta para além da area delimitada inicialmente pelo problema.

E a equacao 6.127 tomara também o seguinte aspecto:

- 1 p. 10E
E)=— L y+—_== 6.135
e o (6135

v
X

x B:DX(CQ

A equacdo 6.003 nos mostra a densidade volumétrica de carga Q contida em um

determinado volume v.
Considerando, agora, que a variacao tanto da carga quanto do volume se déem em um
determinado periodo de tempo dt, podemos escrever a seguinte relacao:

=J (6.136)

ko)
|
2|
|
[75)
|~
|
0
<
n |~

Onde J é a chamada densidade de corrente elétrica que atravessa a area s pré-definida.

Finalmente teremos a expressao genérica para a quarta equacao de Maxwell, a saber:
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- 1 9E . J
Ox B=— [—+2 (6.137)
02[61‘ 50]

A equacéo 6.137 pode ser desmembrada da seguinte maneira:

OQEO(DX é):go‘zf+3 (6138)

Se multiplicarmos, na forma de um produto escalar, membro a membro da equacgéo 6.138
pelo elemento de area elementar ds =Nds podemos conseguir a expressdo da corrente
total circulante.

Assim temos:

c? £ (7 B)- nds= go"a’t‘: . hds+J- nds (6.139)

Ou entéo:

ir =ip+iy (6.140)

A literatura técnica sobre o assunto descreve a corrente i como sendo a corrente total,

por ser esta a soma da corrente ip, chamada de corrente de deslocamento, com a corrente
iy, chamada de corrente verdadeira.

Sabemos da relacao entre a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética que é

dada por U, = 1
£,C
Com isso, a equacgao 6.139 pode ser reescrita como:

5 .

—1(D>< B)-nds=g 9E  hds+h ds (6.141)
U 0 ot

0

Promovendo a integracdo de superficie fechada sobre todos os membros da equacao
6.141, temos:

1 - . E - - .
—_ (0xB)-nds=¢_ & —-nds+{] J-nds (6.142)
/uoﬁ( 4 ﬁ 00t Eﬂ:ﬁ

A relacgdo final pode ser escrita da forma seguinte levando em consideracédo que o segundo
membro da equacao 6.142 é a corrente total da equacao 6.139.

{:_[5 (O B)- nds= 1, (6.143)
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Da equacgéo 6.123, anterior, j& encontramos a expressao para /i e assim teremos:

HS(DX B)- nds= §/é~ dl = 1,

(6.144)

Assim fica enunciada a lei de Ampere que diz que a circulacao do vetor inducao B, em um
contorno fechado C é igual a soma das correntes que atravessam a area s delimitada por

esse contorno.

6.4.5. Resumo das Equacoes de Maxwell

Resumindo as equacdes de Maxwell, temos a seguinte tabela 1:

Tabela 1

Equacoes de Maxwell Segundo Esse Trabalho

Forma Integral

Forma Diferencial

Nome Classico

12, Lei de Gauss

J[E- fids=2  (6.095) 0.E=£  (6.097)
0 0
= 7_ 0[5 - -~ 9B Lei de Faraday - Newman
£ ol == ] B-ids wE=-22  (8121) “Lenz
(6.119)
IJ'SB.ﬁdS:() [+B=0 (6.126) 22, Lei de Gauss
R). Ac=d Rerl =17 i - E Lei de Ampére-Maxwell
E{:L(DXB)-nds—Ef/B-dl = Uy o B:C12[6E+J] p
(6.144) o &
(6.137)
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