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FUNDAMENTOS DA TEORIA DE CONTROLE E SERVOMECANISMO

por L.R. Gomes

1. Introducao

A palavra controle vem associada a expressao sistema de controle que consiste
num aparato fisico chamado processo que transforma uma série de informacbes de
entrada numa série de informacgdes de saida.

Esquematicamente pode-se caracterizar um sistema de controle como na figura 01.

E(1) . St
£(a \SFSTEMA 513)
; FISICH |

Figura 01 — Sistema de controle

Na figura 01 tem-se:

E(1), E(2), ..., E(n) - Informagdes de entrada
S(1), S(2), ..., S(n) - Informacbes de saida

2. Representacao dos sistemas fisicos

Existem muitas maneiras de se representar, esquematicamente, um sistema fisico.
Tém-se as seguintes representagdes:

» icOnicas ou imagens fisicas (tridimensionais);

» graficas (fungdes graficas);

* matematicas (férmulas, expressdes matematicas);
» diagramaticas (diagrama de blocos).

Um exemplo de representagdo importante e muito usual na teoria de controle é a
representacao diagramatica.
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Através dela podem-se estruturar os chamados diagramas de blocos. A figura 02 mostra a
representacdo de um diagrama de blocos com trés blocos distintos.

SiNAL SINAL

bE + gLeco ! 8LOLD 2 oE

ENTRADA i~ 54104
8LOCO 3

Figura 02 — Diagrama de blocos

Na representacao de blocos sao trés os simbolos utilizados.

Bloco

Dentro do bloco é colocada a fungao de transferéncia do subsistema a que se refere.

&
iy
Piw
Seromet
™
Py
f aad
[ot——

Figura 03 — Sistema com um bloco

Na figura 03 notar que, matematicamente:
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Onde:

S(t) — saida;

e(t) — entrada;

g(t) — funcao de transferéncia;

t — variavel independente tempo.

Notar que todas as variaveis do bloco da figura 03 dependem da variavel tempo.

Somador

Usado para somar ou subtrair sinais quando se tem mais de um bloco.
A figura 04, seguinte, mostra um exemplo onde se tem dois blocos e duas funcgdes a
serem somadas.

2y(t)

- hld

La(t)

Ja(t)

Figura 04 — sistema de controle com somador

Na figura 04 notar que, matematicamente:

S(t) = g,(t) Ley () + g, (1) L&, (1) (02)
Onde:

S(t) — saida;

ei(t), eo(t) — entrada;

g1(t), g2(t) — funcao de transferéncia;
t — variavel independente tempo.



Ponto de Retirada
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Aparece sempre que o sinal de saida de um bloco ou de um somador vai servir como sinal
de entrada em outro(s) bloco(s) e/ou somador(es) do diagrama geral.

3638

it

r(t}

2%

Figura 05 — Pontos de retirada

3. Algebra de blocos

blocos.

9a(t)

L Tr(t)

i

Alt)

st

L plE)

Consiste na operacdao matematica de fungdes regidas por blocos ou diagramas de

Um exemplo classico trata-se do sistema regido por dois blocos sendo um deles de
realimentacéo ou retroacao como na figura 06.

()
b%

-&

Figura 06 — Sistema de controle com realimentacao

Na figura 06 deve-se considerar:
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» X —variavel de entrada;

» y—variavel de saida;

e z—variavel de realimentacgao;

* E —erro de controle;

» G -funcao de transferéncia de canal direto;

* H-fungéao de transferéncia da realimentacao.
Por definicdo, a relacdo entre a variavel “y” de saida e a variavel “x” de entrada é chamada
de fungao de transferéncia do sistema de controle da figura 06.
Segue-se 0 equacionamento matematico para determinacao da funcao de transferéncia do
sistema da figura 06.

Do diagrama de blocos da figura 06 pode-se escrever as seguintes equagodes:

E=x-z (03)
zZ=Hly (04)
y=GIlE (05)
Da equacao 05 tem-se que:
1
G y

Levando os valores de “E”, da equacao 06, e de “z”, na equacao 04, na equagao 03, tem-
se:

LIV 07
GV =x H Oy (07)
ou
1 1
—y+HLy=x e y[5+Hj=x
(1+GHJ_ o y_ G
G ) x 1+GH

Logo a funcéo de transferéncia do sistema da figura 06 sera:
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FT:X: G (08)1
x 1+GH

“Pode-se entdo concluir que a fungéo de transferéncia de qualquer sistema nada mais €
que a relagdo entre o sinal de saida, deste sistema, e o sinal de entrada aplicado.”

Gy 0

Notar que se as fungdes “y” e “x” variam no dominio da variavel freqiéncia a fungéo de
transferéncia também variara.

4. Classificacao dos sistemas de controle

4.1. Sistema em malha aberta

E todo o sistema de controle que ndo possui malha de realimentacéo; ver figura 07.

INTRADA SAIDA
] .

Figura 07 — Sistema em malha aberta

4.2. Sistema em malha fechada

Também conhecido como fecha malha é todo sistema de controle que possui, pelo
menos, uma malha de realimentacao; ver figura 08.

" FT — Abreviatura de funcao de transferéncia
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b J2

ENTRADA SAIDA

|
|

L | h "

REALIMENTACAD

Figura 08 — Sistema em malha fechada

4.3. Sistema linear

No campo da engenharia uma das mais importantes classificacées € a que define
que um sistema é linear quando obedece ao chamado principio da superposicdo que
determina o seguinte.

Aplicando um sinal de entrada “e4” ao sistema enfocado obtém-se um novo sinal de saida
“S1”_
Aplicando um sinal de entrada “e2” ao sistema enfocado obtém-se um novo sinal de saida

So.
Aplicando, agora, um sinal de entrada igual a soma de “e, +e,” o sinal de saida a ser
obtido devera ser o da soma “s, +5,”.

Um bom exemplo de sistema linear € o macaco hidraulico. Desconsiderando-se a

compressibilidade do liquido ha uma distribuicdo uniforme das pressdées o0 que garante a
linearidade do processo. Assim tem-se:

e &
-' ]
A T

Figura 09A — Sistema macaco hidraulico

10
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Na figura 9A tem-se:

» Fg —forca de entrada aplicada;
» Fs—forca de saida obtida.

FE

Fei+fee

Fee

FEl  Locveinmminm -

FS

—

ES!  FSp  F514FS2

Figura 09B — Sistema linear do macaco hidraulico

4.4. Sistema nao linear

Quando, a determinado sistema, € aplicado o principio da superposicao descrito no
item 4.3 e este principio nao € respeitado o sistema é dito nao linear.

Considerando a figura 10 obtém-se:

11
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e A

| SISTEMA

P

p2 A2

A
SISTEMA LINEAR
= A+ A%
E1+62 SISTEMR ¢
A SISTEMA NAD LINEAR
;é A! + A8

Figura 10 — Principio da superposicao

Como exemplo de um sistema nao linear tem-se a lampada incandescente.

Figura 11A — Sistema lampada incandescente

12
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Na figura 11A tem-se:

e |—corrente circulante;
* v —tensdo variavel.

j’f‘ie —————————————————— V»"ft—:,

7 T e

Il M,

Vi V2 Vitve+y!

Figura 11B — Sistema ndo linear da lampada incandescente

Observar pela figura 11B que:

I —_— v,
I > V2
htl, ——> VitV,

Aqui nota-se que v'#0 0 que garante ser o sistema nao linear: o principio da superposicao
foi desobedecido.

Todos os sistemas de controle observados em sistemas de regulagdo apresentam
elementos cujas fungdes de transferéncia sdo blocos constituidos de subsistemas lineares.
As ndo-linearidades sao definidas, por exemplo, pelos limites simples de saida das
funcdes de transferéncia.

Como exemplo tem-se o caso do amplificador operacional; ver figura 12.

13
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P~ Ra H
- = ‘
; 1 A
r
+ V
- ¥ 3

Figura 12 — Amplificador operacional com limites

O diagrama de blocos do sistema fisico da figura 12 esta estampado na figura 13.

+V
; R / A
R2 = 5

LINEAR M LINEAR

Figura 13 — Diagrama de blocos da figura 12

5. Conceituacao matematica

5.1. Operacoes matematicas

O modelo matematico é a mais importante representacao para analise dos sistemas
fisicos existentes.
Basicamente o0 segredo da solugdo de qualquer problema fisico existente consiste na
solugcao de equacdes diferenciais que regem a mecanica funcional do sistema enfocado.
Na realidade tudo se inicia pela conceituacao de funcdes.

14
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5.2. Funcao

Toda funcédo consiste na existéncia da aplicacdo de um determinado conjunto,
previamente definido e chamado dominio da fungdo, a outro conjunto, também definido e
chamado contra-dominio da fungcédo, de modo que cada um dos elementos do dominio
corresponda a apenas um elemento do contra-dominio.

Quando este condicionante de funcao ndo é obedecido diz-se ter uma relagéo.

As figuras 14 dao uma idéia da definicdo de fungao.

JOMINID LONTRA-DOMINIY DOMINID CONTRA-DOMINIO

FUNCAD  \ RELALAD

Figura 14A — Representacao de funcao e de relacao

)
¥y FUNCAD 10 &l RELACAD
: —_
N -
y:Smx N2 Y(x)- religio
4 valquer
o ol
R
L -v,:.,ﬂz’
L X 2 X
L s
1 ‘:‘
\\ [
| \

Figura 14B — Exemplos reais de conceituacao de fungcao

15
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5.3. Limite de uma funcao

Com a definicdo do que se chama, em mateméatica, de funcédo pode-se aplicar a
esta a definicdo do que se chama limite de uma funcgao.
Dada uma fungdo qualquer y =f(x) chama-se limite desta funcdo o valor por esta

assumido no seu contra-dominio quando se tende para um determinado valor no dominio.
Assim tem-se:

lim y= lim f(x) (09)

No célculo do limite da fungéo y = f(x), da equagao 09, deve-se saber que “y” € o0 contra-

dominio da fungéo e “x” 0 dominio da fungéao.

Supondo, como exemplo, que se queira saber qual o valor do limite da funcao
y = f(x) = x, uma reta que passa pela origem, para um valor x = 2.

Matematicamente, tem-se pela equacéao 09

lim y= lim f(x)= lim x
X2 X2 X2

Bastara substituir o valor desejado de “x” em lim x , ou melhor:
lim x=2
X -2
Se a fungéo fosse y = f(x) = x*, uma parabola simétrica ao eixo “y” passando pela origem,

ter-se-ia:

lim x*=(2)2=4
X2

Caso a fungéo fosse y = sen x, uma sendide, com “x” em graus:

lim [senx]=sen(2°) 00,0349
X2

16
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A determinagdo do limite € muito importante, em matematica, quando se trabalha com
séries infinitas e se quer saber seu valor quando a tendéncia € infinita porque muitas vezes
o valor dos termos da série vai convergindo, ou seja, o valor de um termo de ordem
infinita seria finito.

A figura 15 da uma boa idéia da operagdo limite

o
e,
.

g
D =
. i
—,
e
'

AN
24

Figura 15 — Representacao do limite de uma funcao

lim f(x)=y, (10)
X - X-I

Em matematica ja se calcularam os limites de certas fungdes basicas. S&do os chamados
limites fundamentais cujo calculo utilizado foi de grande maestria.

E o caso dos limites seguintes:

| senx _
x-0 X

1 X
2. lim [1+—j =e
X - 00 X

No segundo limite “e” é a base dos logaritmos neperianos e vale:

1. 1

17
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e =2,71828182818281...

Como observacgao vale lembrar que para uma fungao qualquer y =f(x) “y” representa o

contra-dominio enquanto “x” representa o dominio da fungdo. "x" é conhecido como
variavel independente e “y” como variavel dependente de "x".

Na fisica, normalmente, a variavel “x” representa o tempo.

5.4. Derivada de uma funcao

Conhecendo o que se quer dizer como limite de uma fungdo pode-se, também,
representa-lo como segue para fungéo “f(x)”.

im f(x)= lim f(x-Ax) (11)
X X Ax -0
flx)

;(xax)%

Figura 16 — Outra representacao do limite de uma funcao

“Chama-se de funcao derivada de uma fungao qualquer o limite do quociente ditado pela
~ . , , d ”
expressao seguinte e simbolizado por P f(x)”.
X

Logo:

18
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O simbolo “—

4 indica que se estd derivando alguma funcdo em relacdo a variavel
X

independente “x”. Assim “dif(x) ” significa que se esta derivando a fungédo “ f(x)” com
X

relacdo a “x”.

f(x) = f(x — Ax)

A relacao da equacao 12 é universalmente conhecida como “quociente de

Newton” e tem a caracteristica da funcao tangente trigonométrica.

Representando, novamente, a figura 16 tem-se:

£(x) -

| 0x)- f(x-ax]

f(x-2x)

Figura 17 — Representacao da derivada de uma funcao

Notar pela figura 17 que:

19
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Quando, no limite, Ax = 0 tem-se o valor da fungéo “f(x)” no ponto “B” do gréfico da figura
17.

Logo:

jim X=X _ d g = tang (14)

Ax -0 Ax dx

Graficamente tem-se:

Figura 18 — Outra representacao da derivada de uma funcao

5.5. Equacoes diferenciais

Uma equacédo é dita diferencial quando possui a funcdo derivada entre suas
parcelas.

Como exemplo tem-se a seguinte expressao:

dy, . dy, _ (15)
——+—==+2y,+3y, =5
dx | dx Yi+t9),

20
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A equacao 15 é uma equacao diferencial.

Uma funcado pode ser derivada mais de uma vez. Quando isto ocorre diz-se que a equagao
diferencial é de ordem dois, trés, etc, dependendo se a funcao for derivada duas, trés, etc,
vezes, respectivamente.

» Exemplo de equacdao diferencial de primeira ordem:

d
AR =2 16
ax Y ( )

» Exemplo de equacgdao diferencial de segunda ordem:

i[ﬂ}+y:2
ax | dx

Ou entao

d?y
dx?

+ty=2 (17)

» Exemplo de equacéao diferencial de ordem “n”:

+y:2 (18)

dx”

5.6. Solucao de equacoes diferenciais

Seja uma equacgao diferencial de primeira ordem ou ordem um.
ax

A equacdo 19 é uma equagao diferencial porque possui pelo menos uma derivada. E uma
equacao diferencial de primeira ordem porque a derivada de maior ordem foi realizada
apenas uma vez.

6y 0

Lembrar que “y” representa o contra-dominio e “x” o dominio da fungéo y = f(x).

21
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Para solugao chamar de “D” o operador derivada em “x”.

Logo:

D=2 (20)

Levando o valor de “D”, operador derivada, na equagéao 19 tem-se:

Dy +2y =0 (21)

Caso a equacao fosse de segunda ordem ter-se ia:

d2
X{ +2y =0 (22)
2
com D? =—d( )
ax
Deste modo a equacéo 22 ficara:
D’y +2y =0

Para a solugcédo da equacéao 21 segue-se o procedimento:

Dy +2y =0 23)
(D+2)y =0

Como y # 0 pois para y =0 tem-se solugao trivial vem:

D+2=0 0 D=-2 (24)

Prova-se que a solucao da equacéo diferencial ditada pela equacao 23 sera:

_ -2X
Onde: y=Kle

K — constante a determinar;
e — base dos logaritmos neperianos.

22
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As solugdes de equacgdes diferenciais de sistemas lineares serdo sempre equacoes
proporcionais a combinacdo da fungdo exponencial “eX”.

O gréfico da fungédo da equacao 25 encontra-se estampado na figura 19.

“ e ~ p—

0,% N

Figura 19 — Fungédo y = K (&~ 2X

A equacdo 24 é a equagao caracteristica de um sistema fisico de primeira ordem porque
ela € uma equacgéo diferencial de primeira ordem cuja solucao forneceu a raiz —2.

Se a fungao do gréfico da figura 19 tivesse para “K” o valor 1, ter-se ia:

y =K@ 2X

O novo gréfico seria:

23
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0.36%

2Xx

Figura 20 — Fungdo y = e~

Para x :1
2

ou
y =0,367

A distancia “T” medida no eixo “x” € conhecida como constante de “x”. Como a variavel
independente “x”, nos sistemas fisicos, é quase sempre o tempo a distancia “T” é
conhecida como “constante de tempo” do sistema regido pela equagéao diferencial 19.

O numero de constantes de tempo de um determinado sistema depende exclusivamente
da ordem da equacéo diferencial que rege este sistema.

No caso presente, por ser um sistema de primeira ordem, existe apenas uma constante de
tempo.

Generalizando o sistema descrito pela equacgao diferencial de primeira ordem 19 pode-se
escrever a resposta deste sistema como sendo:

y:K&T

24
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Onde:
K — ganho;
T — constante de tempo.

A equacao diferencial cuja solugao estéa representada na equagao 26 € a seguinte:

d_y+wy:0 (27)
ax

5.7. Integral de uma funcao

No item 5.4, anteriormente estudado, fez-se uma explanacdo a cerca da derivada
de uma fungéo.
Pela equacao 14 soube-se que a derivada de uma fungdo qualquer podia ser expressa
pela equagao:

if(t)Z f(t) — f(t - At) (28)
dt At

Na equacao prévia a variavel independente é o tempo “t” ao invés de “x”.
Assim criou-se, a partir da fungdo “f(t)” uma outra funcdo, a funcdo derivada de “f(t)”

representada por 4 f(t)”.
dx
Chamando de “g(t)” a fungao “f(t)” tem-se que:

_d 29
g(t) pm f(t) (29)

Agrupando as diferenciais “d” da equacao 29 tem-se que:

df(t)
f)=—-
aq(t) g
Isolando a diferencial “ df(t)” tem-se:
g(t)ldt = df(t) (30)

Notar que a equacao 30 nada mais é que uma equacao diferencial.

Melhorando-se vem:

25
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Caso se queira o valor da funcao “ f(r)”, original, é s0 integra-la, ou seja, somar todas as
diferenciais infinitamente pequenas nas quais a fun¢ao foi dividida.

Assim simbolicamente tem-se:
f(t) = [ g(t) Lot (32)

Notar que as operagdes de derivagao e de integracao de fungbes sdo inversas entre si.

Na derivacdo uma fungédo é reduzida a um ponto Unico enquanto que na integracdo a
soma dos incrementos faz-se obter a fungdo original que fora decomposta em pequenos
incrementos.

O simbolo % ” divide uma fungéo relativa ao tempo “t”, enquanto que o simbolo “|” soma

as divisdes da fungao recompondo-a novamente.
Como exemplo de uma equacao genérica em que aparecam derivada, integral além da
propria fungao, tem-se:

y+%+]yﬂdt:o (33)

A equacao 33 possui uma funcao “y” que varia com o tempo “t”.
Possui, também, uma derivada da fungcédo “y” como relagdo a variavel “t” e possui uma
integral da fungéo “y” no dominio do tempo.
Para a representacédo da equacéao 33 através de operadores tem-se:
+ Paraaparcelay - D’y - ordem zero
+ Para a parcela % ~ D'y - ordemum

» Para a parcela J'yEdt - %y =D - ordem um negativo

Assim a equacao , sob a forma de operadores, tera o seguinte aspecto:

D"y+Dy+%y:0 (34)

Para preparar a equacao 34, visando a obtencdo de sua solucdo, deve-se multiplicar
membro a membro pelo operador “D”.

Assim a equacgao 34 fica:

D[D°y+Dy+15yj=D[m (35)

26
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Ou melhor
Dy+D?y+y=0
ou
(D> +D+1)y =0 com y#0 2 (36)

A equacgdo 36 consiste na forma preparada para se encontrar a solugdo da equacao
genérica 33.

Resolvendo a equagao de segunda ordem na variavel “D” encontram-se duas raizes que
vao compor a resposta-solucao desta equacao genérica. Notar que a equacao diferencial
resultante é de segunda ordem.

Conclui-se que mesmo no aparecimento de integrais dentro de uma equacao diferencial
esta ainda podera ser transformada em uma equacao puramente diferencial com a pré e
pds multiplicacdo de operadores “D” até que nao aparecam mais operadores elevados a

. : L1011 i
expoentes negativos, ou do tipo, “—

D'D* DT

5.8. Levantamento da funcao de transferéncia de um sistema linear considerando o
dominio complexo

As representagdes diagramaticas em forma de blocos com suas FTs permitem o
conhecimento e a identificacdo de todas as caracteristicas operacionais de um dado
sistema.

Geralmente as FTs agrupam as relacdes entre as fungcdes no que se chama dominio
complexo ou da “transformada de Laplace”.

Os procedimentos para a solugao de uma equacao diferencial podem seguir os seguintes
critérios:

» Classico usando o método de Heaviside (fungdes polinomiais);
» Viatransformacao de Laplace;

» Classico usando técnicas notaveis;

* Via célculo numérico (computacéo).

O critério visto previamente foi aquele ligado ao método de Heaviside ou operador “D”.

Na realidade o método de Heaviside e o método de Laplace sdo os mesmos nas
conclusdes finais pois em suas aplicacées sempre se utiliza do conceito operacional.

Notar que pelo critério de Laplace a variavel operador ¢ identificada pela letra “S” enquanto
que pelo critério de Heaviside a variavel operador € a letra “D”.

Na realidade o problema é bem mais complexo que uma simples escolha de letra uma vez
que a comprovacao de Laplace apresenta um cunho caracterizado pelo “rigor matematico”
enquanto que a solucao de Heaviside apresenta uma caracteristica heuristica, ou seja, de
fraca comprovagdo matematica.

% Lembrar que a solugao trivial y = 0 ndo interessa.
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Apesar disto, as conclusbes sdao as mesmas. Sobre o0s outros dois processos
mencionados pode-se afirmar que o classico, utilizando técnicas notaveis, ndo resolve
todas as equagdes enquanto que o numérico é utilizado na computacao digital.

Atualmente este ultimo método vem sendo utilizado de modo exaustivo devido a difuséo
da informética aplicada a problemas reais.

Convém lembrar que as técnicas de solucdo das equacdes diferenciais apresentadas
nesta pequena obra se referem a equacbes diferenciais lineares de coeficientes
constantes.

Seréa apresentado um exemplo de calculo de uma FT de um sistema elétrico, um circuito
RLC-Série, caracterizado por uma equacdo diferencial de segunda ordem, portanto
admitindo para solucado destas duas raizes.

A extrapolacao da técnica de operadores é facilmente entendida no nivel da transformagao
de Laplace.

Seja o circuito abaixo cuja FT se deseja levantar:

L0
o ARV -
+ .
Velt) itt) L% Velt)
|
A ./ J

I
il

Figura 21 — Circuito RLC-Série

O circuito da figura 21 € um circuito RLC-Série porque os trés elementos passivos, 0
resistor “R”, o indutor “L” e o capacitor “C” estdo ligados em série pois, ao se fechar a
chave “S”, no instante r =0, circulara uma corrente “i(¢)”, variavel no dominio do tempo ,

que passa a existir devido a a¢édo da fonte “V(t)”, também varidvel no dominio do tempo.
Para equacionar o circuito deve-se, primeiramente, conhecer o que se quer do problema e
do que se dispde.

i)

E
sistema basico de somatérias em tensdes, ou melhor, somatéria das quedas de tensdes
nos elementos passivos.
Considerando nao haver perdas, a tensao aplicada pela fonte, o elemento ativo do circuito,
devera ser igual a soma das quedas de tensao nos trés elementos passivos do circuito.
Prova-se que a queda em cada um dos elementos passivos em fungdo da corrente
circulante é dada por:

Se quer a relagao , OU seja, a fungédo de transferéncia desejada. Dispbe-se de um
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* Resistor R — Vi(t) = RO(1)

e Indutor L — \/L(t):LBC% (37)

. Capacitancia C — VC(t):é L.t

A primeira equagao para o circuito RLC-Série sera relativa a soma das quedas de tensdes
como mencionado previamente.

Assim tem-se:
) it 1o
V(1) = RTi(H)+ L add_t + L[ it (38)

Pode-se perguntar de onde vieram estas equacdes? Elas, na realidade, foram resultadas
de um numero grande de pesquisas.

A primeira parcela, “ R[i(t)” nada mais é que a “Lei de Ohm”; a segunda LGC% nada

. ’ . H 11 1 . ” H
mais é que a “Lei de Lens” enquanto que a terceira parcela I} fo[/(t).dt vem associada aos

estudos da eletrostética.

Vé-se, claramente, que a equacgao 38 esta definida de modo que todas as suas variaveis
dependam da varidvel tempo.

Logo diz-se que a equacgao 38 encontra-se no dominio do tempo, ou seja, na forma “ f(x) ”.

Aplicando a técnica de Heaviside via operador “D” tem-se:

11

VE(D):RDI(D)+LDDDI(D)+E[—IED(D) (39)
Lembrando-se que:
ar _ Df
dt
- |f Wt =1
D

Assim, multiplicando a equacéao 39 por “D”, tem-se:
DV, (D) = RID(D) + L[D? (D) +% [(D)

ou melhor:
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DIV, (D) = [LDZ +RD+ %)i(D) (40)

Isolando as varidveis em corrente e em tensdo, dentro da equacao 40, tem-se:

i(D) _ D
VeD)  prepp+ !
C
Melhorando obtém-se:
i(D) _ CD

- 2 (41)
V(D) LCD*+RCD +1

Uma importante observacao pode ser feita agora! A equacdo 38 consiste na equacao
diferencial que amarra as variaveis tensdo “V.” e corrente circulante “”, poréem ambas
como funcdo do tempo “1”.

Ja a equacao 39 é a mesma equacao, porém transformada para o dominio complexo na
variavel “D”.

Analogia:
Dominio do tempo Dominio complexo®
V(1) > V(D)
i(t) > i(D)
R > R
L > LD
c > 1
CD
df
= > D
dt /
1
f Ldt > —|f
I o

Do circuito RLC-Série sabe-se que apenas a queda de tensao no indutor vale, pelas
equagbes 37, no dominio do tempo:

V.(t)=L gt” (42)

® O nome complexo significa que a variavel “D” pode assumir a forma de um ndmero complexo do
tipo a+ jb
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Passando, também, a equagéo 42 para o dominio do complexo tem-se:
V,(D) = LIDC(D)
ou melhor:

(D) =75 V.(D) (43)

As equacdes transformadas para o dominio complexo, 41 e 43, resolvem o problema;
bastara levar o valor da expressao de “i(D)” da equacao 43 na equacao 41.

1 V(D) cD

LD V(D) LCD?+RCD+1

ou melhor:

V(D) _ LCD?
V(D) ~ LCD? +RCD +1

(44)

Assim a funcdo de transferéncia pedida, no dominio complexo, ou no dominio da
transformada “D”, ou no dominio da transformada de Laplace nada mais € que a relacao

“ —VL(t) ” da expresséao 44.

V(1)
Na literatura também € utilizado o simbolo “S” para a variavel operador. Assim a fung¢ao de
transferéncia pedida que tem como saida a tensdo aplicada ao elemento indutor, em
funcéo da tensao aplicada pela fonte, sera:

V,(S) LCS?

FT = =
V.(S)  LCS? +RCS +1

(45)

O circuito da figura 21 esta representado no dominio do tempo. Caso se queira representa-
lo no dominio complexo ter-se-ia:
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t:0 Q
3 \

T ] VT
Vg (s) O i) J 15 2 Wuts)
= |
I I |
L] A L
[

[

Figura 22 — Circuito RLC-Série no dominio complexo

A grande vantagem da andlise complexa € verificar, por exemplo, 0 comportamento da
tensdo aplicada ao indutor quando se varia a tenséo de entrada aplicada pela fonte.

Outra conclusao importante que se pode tirar refere-se as definicdes de ganho e de fase
de uma FT.

Observando bem a equacgao transformada 45, nota-se que a FT é uma funcdo que possui
um moédulo e uma fase. O que determina a variagdo do ganho ou da fase desta sera o
valor do operador “S”, complexo.

O operador complexo podera ser substituido pelo nimero complexo puro “jw” onde

w = 2mf (f-freqiiénciaem Hz) e j=+/-1.

Deste modo tem-se:

Vijw)_ LC(w F
Ve(fw) LC(jw P +RC(jw )+1

FT(jw )=

Como j*-1 tem-se:

; _ 2
FTjw )= 00 o —LCW
Ve(w) -LCw "+ jRCw+1
ou melhor
Vi(w ) _ -LCw?

(46)

Vefw) 1-LCw’+ jRCw

Como se pode ver pela equagcdo 46, a FT obtida é também um numero complexo
garantindo o que foi dito antes sobre a existéncia de um ganho e de uma fase para a
funcéo.
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Deste modo a um determinado sinal de entrada “V,(jw)” correspondera um sinal de saida
que devera ser proporcional a este primeiro, porém com defasamento no argumento
(fase).

Pela equacao 46 pode-se, também, concluir que o ganho e a fase da FT variam dentro de
um espectro que é chamado, na teoria de controle, de banda de freqiéncia.

Assim percebe-se, claramente, sob que faixas de frequéncia do sinal de entrada o sinal de
saida aparecera.

Conforme os valores assumidos pela freqiiéncia do sinal de entrada, mesmo que sua
amplitude seja alta, poderé o sinal de saida ser amplificado ou atenuado.

Através destas caracteristicas é que sao projetados todos os filtros e dispositivos
atenuantes ou amplificadores em engenharia.

5.9. Calculo do ganho e da fase de uma determinada FT

Como visto anteriormente sabe-se que toda FT nada mais é que um numero
complexo possuindo, com isto, um ganho e uma fase.
Sabendo-se, também, que esta FT é uma funcéo linear o célculo de ganho e de fase desta
funcao é possivel utilizando-se da matematica.
Seja a determinacao do ganho e da fase de um sistema caracterizado por um circuito RC-
Série a partir do calculo de sua FT.

t=0) R
—‘*‘——W\/\r— -

vgi(si Cj iy B o !/jf)

Figura 23 — Circuito RC-Série no dominio do tempo

Na figura 23 a tenséo “V;(t)”, no dominio do tempo, é aplicada ao circuito pelo fechamento
da chave no instante ¢+ =0. Isto significa que o circuito encontra-se desenergizado no
instante r =0 e que a contagem no eixo do tempo se iniciara a partir do fechamento da

chave.
Para o caso supde-se que se queira conhecer qual a tensao de saida sobre o capacitor “C”

quando se aplica um sinal de tenséo “V(t)” sobre o circuito.
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5.9.1. Calculo da FT do circuito RC-Série

Seja a construgao do circuito transformado “D” ou “S”.

Dominio do tempo Dominio complexo

V(1) > Ve(S)
Vs(t) > Vs(S)

R > R

c > L

CS
d > S
dt

O circuito transformado sera:

, R
e i
! - T :
VE(S) is)| 1 _ Vs(s
wO T

Figura 24 — Circuito RC-Série no dominio complexo

As equagdes envolvidas apéds o instante de fechamento da chave seréo:

V.(S) {mé) [(S) (47)
e
1
Vs(S) _E'(S) (48)

As duas equacoes prévias resolvem o problema.

Da equagéo 48 tira-se i(S) = CS [V4(S) que levada na equagao 47 fornece:
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Vo(S) = (R+é)CS V,(S)

ou melhor
RCS +1
V.(S) = [CSV.(S
=(S) cS s(S)
ou
Vs(S) 1

V.(S) 1+RCS (49)

Assim fica determinada a FT do sistema RC-Série da figura 24 no dominio complexo ou do
operador “S” (ou “D”).
Notar que o produto “RC” tem a dimensao fisica de tempo, ou seja:

R[KQ][C[F] = RC[ms] (50)

Prova-se que “RC” nada mais € que a constante de tempo do circuito. Notar que o
denominador da FT é originario de uma equacao diferencial, no dominio do tempo, de
primeira ordem apresentando, por tal, uma raiz solugdo e, portanto, uma constante de
tempo.

Para se voltar ao dominio do tempo é sé efetuar as operagdes, senao veja:

1

Vs(S) = 1375

Ve (S) comT =RC (51)

Vs(S)1+TS) = Vi(S)

V(S) +Ve(S) TS = V()

TS IV, (S) + Vs(S) - V(S) =0 (52)

Fazendo V(S) =Y(S) e V(S) = Z(S) tem-se para equagéo 52 que:

TSIY(S)+Y(S)-Z(S) =0 (53)
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Voltando ao dominio do tempo tem-se:

Dominio complexo Dominio do tempo
s = d
dt
T >
Y(S) > Y(1)
Z(S) > Z(1)

Logo a equacgao 53, no dominio do tempo, sera:
T%+Y(t)—2(t)=0 (54)

Para o caso em que Z(r) =0 tem-se:
T#+Y(t):0 (55)

Notar que a equacdo 55 nada mais é que uma equacao diferencial de primeira ordem
caracterizada por possuir uma derivada e cuja solucao fornece via operador:

(TS+1)Y =0

A raiz solucao vale S = _71 ou seja, o inverso da constante de tempo.

Voltando a equacéao 5,1 para o célculo do ganho, € sé considerar a FT como seguinte:

Vs(S) _ 1

V.(S) 1+TS (56)

Fazendo o operador “S” igual a um numero complexo puro “jw”, dependente da freqiéncia

13 ”

complexa “w”, tem-se:
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G = Méaulo {—Vs(s)} 2 |Vsw )| ‘ I ‘
Ve(S) ] g = joy IVeliw )| |1+ T(w)
el
G= . (57)
1+ jTw

Lembrando que: dado um numero complexo na forma cartesiana,z=a+ jb onde j=+-1,
sua forma polar sera:

z=a+ jb - cartesiana (58)

z=p06 - polar (59)

p=+a’+b? (60)

tang = 2 (61)
a

A representacdo do nimero complexo sera a seguinte:

‘ IMAGINARID

Figura 25 — Digrama para o numero complexo

Sendo “G” o médulo do nimero complexo, equacao 57, pode-se escrever:
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_ 1 _ 1
JE+(Tw)? 1+ (Tw )?
ou melhor
G= !

E em “dB” (decibel) tem-se:

G = -20log (\/ 1+T2w? ) (62)

Para a fase “0” tem-se que deixar a equagao 57, que esta na forma e na forma
at|]
at jb.
Usa-se o artificio seguinte:
_ 1 a-jb _ a-jb
a+jbla-jb) a+b°
ou melhor
R b
32 +b2 a2 +b2
ou
z=A+ B (63)
onde A= a.
a+jb
e :_—b
a+b°
Logo
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1 a . b
= - 4
atjb ai+b’ lat+p? (64
Aplicando a teoria da equacéo 64 na equacgao 57 tem-se
G= 1 =‘ 12 2 - TU; 2
1+ jTw 1+T w 1+T°w
e
_ 1) Tw )
G- J (ﬂ) (ﬂ) ~ Ganho €9)
com
_Tw
tanf = —M =-Tw
1
1+ T?w?
ou
tan6 = -Tw - Fase (66)

Logo as equagdes 65 e 66 representam o ganho e a fase do sinal de tensdo de saida do
capacitor, “V,”, com relacdo ao sinal de tensdo de entrada, “V.”, ambas em funcdo da
frequéncia complexa.

Pode-se, portanto, explicar porque motivo certos sistemas respondem bem a determinados
sinais numa freqiéncia e ndo respondem nada a esses mesmos sinais em outras
frequéncias.

5.10. Resposta no dominio do tempo

Considerando-se a figura 23. Se for aplicado, como sinal de entrada “V.”, um sinal

qualquer, por ser este um sistema linear, a saida sera proporcional dando como resultado
um sinal também qualquer.

Caso seja aplicado um degrau de tensao, sinal especial, o sinal de saida sofrerd uma
distorcao, transitoria, porém o acompanhara.

Assim tem-se:
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3 0 para t<0
Vel =K - {K para t>0 (67)
| ve(t)
K
i
B -0 T

Figura 26 — Grafico da funcao degrau no dominio do tempo

Assim tem-se:

Dominio complexo Dominio do tempo
K
Ve(t) =K Ve(S) =3 (68)
- K
Na equacéo 51, com o valor V. (S) = 3 tem-se:

V(S)=( 1 jdﬁ
s 1+7S) S
ou melhor
K
Vs(S) = SA+7S) (69)
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Deste modo obtém-se a resposta da tensao de saida do capacitor “C” quando € aplicado
um degrau de tensdo de entrada “V.”.

A resposta da equagao 69 nao da para analisar nada de modo visual pois se encontra no
dominio complexo. Para se voltar ao dominio do tempo bastara consultar uma tabela de
transformacéao de Laplace. Nesta tabela encontra-se o seguinte:

Dominio do tempo (t) Dominio complexo (S)
K
f(t) = K(1 - et F(S)=—2 70
t)=K(1-e) (= 557a (70)
Observando a equagao 69 obtém-se que:
K
Vs(S)=—T— (71)

Comparando as equacotes 70 e 71, finalmente obtém-se a resposta no dominio do tempo,

. 1 A .
ou seja, com a= T (freqUéncia de esquina).

~ |~
3
o

Vy(T)=K| 1-e

Caso se queira plotar o gréafico da tensao “V(t)”, de saida do capacitor, como resposta ao
degrau da tenséo, “V(t)”, proceder como na figura 27.

Na equacado 72 quando t =T tem-se:
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_T
Vy(T)=K|1-e T

(e

Vy(T)=K(1-0,37)

ou
V(T)=0,63K
J VE(t)
K
t:
Vs(t)
|
?
{
t

Figura 27 — Resposta do circuito RC ao degrau “K”

Assim, conhecendo-se o nivel do sinal de tensdo de entrada “V;(f)”, mede-se o sinal de

Vs(t)

tenséo de saida “V,(t)". A relacdo V—(t) apds estabilizagdo do sinal, fornece o ganho da
E

FT. No gréafico da tensdo de saida “V,(t)”, para um valor igual a 63% do valor final de
estabilizacéo, extrai-se a constante de tempo “T” do circuito.
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5.11. Curvas de Bode

Chamam-se curvas de Bode aos graficos representativos do ganho e da fase em
funcdo da variag@o da freqiiéncia complexa na FT de um sistema linear qualquer.
Da equacao 62-B, por exemplo, extrai-se a expressao do ganho dB.

GdB = -20log~1+ T?w? (73)
Da equacao 66, extrai-se, do mesmo modo, a expressao da fase em rad:
6=arctan(-Tw ) (74)

Utilizando o papel mono-logaritmico tragam-se as curvas de ganho e de fase em fungéo da
frequéncia complexa.

As figuras 28 mostram as curvas de Bode da FT da equagéao 56.

Notar que num circuito RC-Série do tipo mostrado na figura 24 caso a tensdo de entrada,
aplicada ao circuito, seja uma fungao que varie com a freqiiéncia e se esta atingir valores
elevados praticamente n&o saira sinal nenhum de tensdo no capacitor. Na curva do ganho
da figura 28A vé-se que nas altas frequiéncias o ganho cai a valores inferiores a —20dB.
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Figura 28A — Curva de ganho da FT da equacao 56
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Figura 28B — Curva de fase da FT da equacao 56

sOVad W3 35v4 30049 30 ONVd

45



LRG-ME-025/2020
5.12. Sistemas Analogos

Muitas vezes acontece de dois ou mais sistemas, de natureza fisica diferente, terem
equagdes diferenciais com aspectos bastante proximos.
E o caso de um circuito elétrico RC-Série e um sistema mecanico amortecedor “dash-pot’.
Um sistema é puramente elétrico enquanto o outro é puramente mecéanico, porém a
equacao diferencial que rege a variagdo da tensdo e da corrente no primeiro € idéntica
aquela que rege a variacao da forga e da velocidade no segundo.

Seja a figura seguinte:

R 17277577977
—/V\N\I_—] MOl.FlﬂE K
{_i_ |
Ve(i) : ‘ -
C) it) = Vs(t) | _jx
Vi 1 Fs(t)
e 1T
D
RC- SERIE AMORTECEDOR
DASH-PQT
Fe(t)

Figura 29 — Circuitos analogos

Para o exemplo exposto na figura 29 tem-se o caso da chamada analogia V-F ou tensao-
forga pelas caracteristicas dos sistemas apresentados.

Segue a tabela relativa ao processo de analogia entre os dois sistemas da figura prévia.

Circuito Elétrico Circuito Mecanico

RC-Série Dash-Pot

V(1) » F(1) Forca

Vs(t) » F(1) Forca de mola
i(t) > V(i) Velocidade

R > D Atrito viscoso
c > K Compliancia

Para o circuito elétrico tem-se a FT seguinte no dominio complexo:
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Vs(S) _
V.(S) 1+TS

com T =RC (75)

Para o circuito mecéanico tem-se a FT seguinte no dominio complexo:

Fs(S) _ 1
= T=DK 76
F(5) 1+1s " (76)

5.13. Introducao a analise da estabilidade em sistemas de controle

Todo o estudo da teoria de controle tem uma soé finalidade: projetar um sistema e
estabiliza-lo operativamente.
Existem muitas técnicas e critérios verificativos da estabilidade bem como muitas
definigbes. Nesta pequena e modesta parte se atera a definicdo de estabilidade classica
que determina o seguinte.
“Um_sistema é dito estavel se, e somente se, a qualquer entrada de excitacdo sua
resposta de saida tender para um valor final finito.”

Exemplos de respostas de sistemas:

S4i04 saiDA

. o
INSTAVEL ¢

ESTAVEL

TEMFD TEMPY

Figura 30 — Resposta estavel e resposta instavel
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| |
Grandeza Simbolo | Unidade||Srandeza Simbolo |Unidade ||Grandeza Simbolo | Unidade
Elétrica Usual  |MKS |[Mecanica Usual |MKS  |[Mecanica Usual  |MKS
Translacao Rotacao
Tensao \ % Forca f N Torque 4 N.m
. m Velocidade rad
Corrente | A Velocidade Vv " Angular @ ~
o . . N Atrito Viscoso N.m.s
Resisténcia R Q0 Atrito Viscoso D ; | de Rotacao Deg o
A l A m ICompliémcia rad
Capacitancia C F Compliancia de Mol K N Torcional Ko Nom
o Momento N.m.s?
Indutancia L H Massa mm Kg lde Inéreia J rad
'?realﬁcs}?oir?lzgéo Vprim v Relagdo Bragode | fi N Relacao T N.m
Transformador sec v Alavanca f, N Ide Engrenagem | 7, N.m
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A analise da estabilidade pode ser resumida como na explanacao seguinte.

Seja o sistema genérico abaixo caracterizado por um sistema com realimentagédo ja no
dominio da transformada.

St o5l |— R(3)

H (3]

Figura 31 — Sistema genérico em malha fechada

A FT do sistema adotado é dada pela equacao 8 seguinte:

R(S) G(S)

FT = =
E(S) 1+G(S)H(S)

Como se sabe a estabilidade ou nao-estabilidade de qualquer sistema é medida por
intermédio das raizes do polinémio denominador da FT deste sistema.
Considerando o polinbmio da equacao 78, de grau “n” , tem-se:

1+G(S)[H(S) =0 (78)

Logo, para o sistema regido pela FT da equacao 77, a condicdo de instabilidade ocorrera
para raizes cujas partes reais sejam positivas, ou melhor:

RE{Raizl. [1+G(S)H(S) = 0} (79)

i=123,...,n<0
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Tem-se, assim, uma equacado que, para sistemas lineares, caracteriza uma funcao
polinomial no operador complexo “S” que, se resolvida, fornece as raizes do polinémio
1+ G(S)[H(S) responsaveis pela caracteristica de instabilidade do sistema.

Deste modo, atuando em parametros da FT [em G(S) ou H(S) ou ambas] consegue-se
melhorar a estabilidade do sistema nas condi¢cdes operativas requeridas.
Este critério de analise € universalmente conhecido como critério de Nyquist.

Caso @G(S)= KM
D(S)
e H(S)=1 tem-se:

1+G(S)H(S)= 1+ Kk NS (80)

D(S)

Para o caso da analise da estabilidade resolve-se a equagao determinando as raizes da
equacao seguinte:

1+G(S)[H(S) =0

Notar que o diagrama de blocos para o sistema em anélise sera:

+/\ K N(5) n
b(s)

Figura 32 - Sistema com realimentacéo unitaria
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Na figura 32 tem-se:

K — ganho de canal direto;
N(S) — polinémio numerador em “S”;
D(S) — polinémio denominador em “S”.

A FT do sistema realimentado da figura 32 seré:

N(S)

DS) _  KIN(S)
1+, NS) " D(S) +KIN(S)

D(S)

FT =

ou

_ KIN(S)
Fr= D(S)+ K IN(S) (82)

A condicao de estabilidade estara associada as raizes do denominador da FT da equacéao
82, ou seja:

P(S)=D(S)+KIN(S)=0 (83)

Notar que para cada valor de “K” o polinémio “P(S)”, da equacao 83, admitira diferentes

raizes que caracterizam as constantes de tempo do sistema. Como estas constantes

aparecem na resposta, no dominio do tempo, como fatores do tipo e(RAIZ)X(TEMPO) a

exponencial podera ser crescente (instavel) ou decrescente (estavel).

Deste modo, variando-se o ganho “K”, diferentes raizes e diferentes comportamentos na
resposta serdo observados.

Este processo é conhecido como andlise da estabilidade de sistemas via lugar geométrico
das raizes, pois para cada valor de “K” diferentes raizes serao obtidas.

Embora existam outros métodos de avaliacdo do comportamento operativo de sistemas de
controle, o método pratico da inspegcao pura, pela observacdo da resposta ao degrau,
ainda é o mais utilizado pela sua simplicidade e objetividade. O grande problema no uso
de métodos muito sofisticados é que na maioria das vezes esses métodos requerem uma
modelagem bem precisa e isto depende de um trabalho bem apurado nos levantamentos
de campo quando ndo da presenca de profissionais dotados de certa qualificagdo muitas
vezes incompativel com o nivel técnico exigido.
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